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Prologo

El libro Inferencia Estadistica. Teoria y Problemas completa
la primera entrega titulada Estadistica Descriptiva y Probabilidad.
Teoria y Problemas, publicado por el Servicio de Publicaciones de la
Universidad de Cadiz en el afio 2000, cubriendo ambos tomos los con-
tenidos de un Curso de Estadistica clasica de una duracién aproximada
de 120 horas.

El manual se estructura en seis capitulos, en el primero de ellos se
introducen los conceptos relacionados con la Inferencia estadistica y se
comentan algunos aspectos relacionados con la Teoria de muestras. El
segundo capitulo se dedica a la Estimacion puntual, haciéndose un re-
corrido por los conceptos relacionados con la estimacién, propiedades de
los estimadores, métodos de obtencién de estimadores y distribuciones
asociados al muestreo. En el tercer capitulo se estudia la Estimacion por
intervalos de confianza, primero desde un punto de vista intuitivo, para
a continuacion describir los distintos procedimientos para obtener inter-
valos, el capitulo dedica una buena parte de sus contenidos a obtener
de forma expresa intervalos de los pardametros de poblaciones normales,
completdndose con algunos apuntes sobre la determinacién del tamano
muestral al objeto de acotar el error de estimacion. En el cuarto capitu-
lo se analizan los aspectos relacionados con el Contraste de Hipdotesis,
introduciendo primero los elementos que forman parte de éste, para a
continuacién describir las distintas metodologias para construir contras-
tes, dedicdndose el resto del capitulo a detallar contrastes relativos a
poblaciones normales. En el quinto capitulo, sobre Contrastes no pa-
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ramétricos, se estudian por una parte los contrastes relacionados con lo
que podriamos llamar diagnosis del modelo: aleatoriedad, valores atipi-
cos, etc..., por otra, aquellos que tienen que ver con la estructura del
modelo probabilistico, para terminar con las alternativas no paramétri-
cas a los contrastes sobre medidas de localizacién. El sexto y tltimo
capitulo, titulado Andlisis de la Varianza, pretende ser una primera in-
cursién en el analisis de los modelos lineales, primero desde un punto de
vista conceptual, para a continuacién resolver el problema del analisis de
la varianza de un factor, incluyendo los tests de comparaciones multiples
y las alternativas no paramétricas.

El manual se completa con un anexo que contiene tablas de algu-
nas distribuciones, parametros y valores criticos necesarios para poder
construir los intervalos y realizar los contraste descritos a lo largo del
libro. Por dltimo, se ofrece un glosario de los términos y tépicos mas
importantes tratados a lo largo de la obra.

En cuanto a la exposicion, hay que decir que todo el manual
estd salpicado de ejemplos que ilustran cada una de las situaciones, con-
ceptos, etc., ademds se incluyen numerosos ejercicios, también a lo largo
del texto, que invitan a que el lector profundice mas en las cuestiones
que se plantean.

Para terminar, indicar que el libro ofrece un doble enfoque, siendo
util tanto para aquellos alumnos que pretenden obtener un buen nivel de
desenvolvimiento con las técnicas estadisticas clasicas, como para aque-
llos otros que pretendan profundizar més en las cuestiones conceptuales
y formales. El desarrollo y los contenidos del manual se podrian corres-
ponder con una asignatura de entre 45 y 75 horas lectivas y seria valida
en la mayoria de las titulaciones universitarias, dada su orientacién ge-
neralista.



Capitulo 1

La Inferencia Estadistica

1. Introduccion

En un sentido amplio, se entiende por Inferencia a la parte de la
Estadistica que estudia grandes colectivos a partir de una pequena parte
de éstos. El conjunto de individuos que se pretende analizar se denomina,
poblacion, mientras que la parte que sirve de apoyo para realizar dicho
analisis se llama muestra. Técnicamente la Inferencia consiste en, una vez
estudiada la muestra, proyectar las conclusiones obtenidas al conjunto
de la poblacién. Por motivos obvios, la calidad del estudio que se realice
depende, por una parte, de la calidad de la muestra y, por otra, del uso
que de ella se haga. La primera de las cuestiones se resuelve a través
de la Teoria de Muestras, mientras que en la segunda se utilizan las
herramientas suministradas por la Estadistica Descriptiva y el Célculo
de Probabilidades.

A continuacién se dan unas pinceladas que ayudan a comprender
algunos de los aspectos de la Teoria de Muestras. Su andlisis en profun-
didad escapa a nuestros objetivos, y resulta fuera de lugar debido a su
gran extension y complejidad.

1. Ante todo, una muestra debe ser suficientemente representativa
de la poblacion de la cual ha sido extraida, tratando de reflejar lo
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2.

mejor posible las particularidades de ésta. Las partes de la citada
poblacién que no estén debidamente representadas en la muestra
llevan a la aparicion de sesgos o errores sistematicos que viciaran
el proceso de la Inferencia desde el origen. Para alcanzar buenos
niveles de representatividad existen distintos tipos de muestreo
que, de forma suscinta, se repasan posteriormente.

La segunda de las condiciones que se pide a una muestra, es que
a través de ella se alcancen unos objetivos de precision fijados de
antemano. Esta condicién tiene que ver con el hecho de que, al
no hacerse un estudio exhaustivo, existen mérgenes de error en el
calculo de las caracteristicas de la poblacién, en la determinacién
de la estructura probabilistica de ésta, etc. Mayores niveles de pre-
cisién exigiran una mayor informacién sobre la poblacion, es decir,
un mayor tamano muestral (nimero de elementos que componen
la muestra).

Clasificacion de los procedimientos inferenciales

En primer lugar, se ha de hacer notar que la poblacién va a venir

representada por una variable aleatoria con una determinada distribu-
cién de probabilidad. Dependiendo del grado de conocimiento de ésta se
distinguen dos métodos para realizar el proceso inferencial:

Inferencia paramétrica. Es aquella en la que se admite que la distri-
bucién de la poblacién pertenece a una cierta familia paramétrica
de distribuciones, siendo necesario inicamente precisar el valor de
los pardmetros para determinar la distribucién poblacional.

Inferencia no paramétrica. No supone ninguna distribucién de pro-
babilidad de la poblacion, exigiendo sélo hipdtesis muy generales,
como puede ser la de simetria. A su vez los procedimientos no
paramétricos se pueden clasificar en:

a) Procedimientos de localizacién, que estudian los pardmetros
de localizacion de la distribucién.
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b) Procedimientos de estructura, que analizan las condiciones
que se dan en la distribucion de la variable.

¢) Procedimientos sobre las condiciones de la muestra, que com-
prueban si se verifican las hipdtesis exigibles a los valores
muestrales, como la independencia, ausencia de valores atipi-
cos, etc.

Por su parte, la inferencia paramétrica puede ser estudiada desde
dos enfoques diferentes:

1.  Enfoque cldsico. En el cual los pardmetros de la distribucién de
probabilidad de la poblacién se consideran constantes.

2. Enfoque bayesiano. Considera a los pardmetros como variables
aleatorias, permitiendo introducir informacién sobre ellos a través
de la distribucién a priori.

3. Naturaleza de la informacién extraida de la poblacién

La introduccién se ha centrado en lo que se conoce como Teoria
de Muestras. Sin embargo, con el objeto de obtener una visién mas
global del proceso inferencial, se distinguen dos procedimientos para la
obtencion de informacién. En el primero, dicha informacion se obtiene
de forma aséptica, con el sélo propdsito de observar las unidades mues-
trales, y en el segundo, se establecen las condiciones en las cuales se
procedera a la medicién de lo que se conoce como unidades experimen-
tales. Formalmente, dicha distincién implica dos categorias, la primera
de ellas, como ya ha quedado de manifiesto, supone el encontrarse den-
tro de la Teoria de Muestras, mientras que la segunda se conoce como
Diseno de Ezxperimentos.

La Teoria de Muestras, en primer lugar necesita establecer los
protocolos que se deben respetar para alcanzar los niveles de represen-
tatividad y precision prefijados; a ésto se le llama disenio muestral, que
conduce a una muestra potencial. Una vez realizado dicho diseno, se pro-
cede a la obtencién de una o varias muestras mediante la observacion,
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la medicién o la encuestacion. Estas alternativas estan directamente re-
lacionadas con la naturaleza de los datos: atributos, variables continuas,
discretas o de clase, ordenadas o no.

El Diseno de Experimentos, por su parte, fue creado por Fisher en
la década de 1920 y en sus origenes tuvo una clara aplicaciéon al mun-
do agricola, relacionando las condiciones en las que se realizaban los
cultivos, que constituyen los denominados factores, con la produccion
obtenida, variable dependiente. El campo de aplicacion se ha ido exten-
diendo con el paso de los anos, teniendo en la actualidad una aplicacién
generalizada en la mayoria de los campos cientificos. En cualquier caso,
en lo que sigue no se considera como objeto de andlisis, con lo cual los
estudios que a continuacién se llevan a cabo se restringen a la Teoria de
Muestras.

Antes de continuar, es necesario aclarar algunas cuestiones de vital
importancia para entender el desarrollo tedrico que aqui se presenta.

= Cuando se plantea realizar un estudio inferencial se debe realizar
un diseno muestral. Esto implica que cada elemento de la muestra
potencial es una variable aleatoria unidimensional, mientras que
la muestra es un vector aleatorio de dimensién el tamano de ésta.
Ademas, no debe confundirse el individuo fisico con la caracteristi-
ca o caracteristicas que se desean estudiar de éste.

= Cuando de cada individuo se estudia una Unica caracteristica se
habla de andlisis univariable o univariante, cuando se estudian dos,
bivariable o bivariante y cuando se consideran mas de dos, multi-
variable o multivariante. En lo que sigue, se considerard un analisis

univariable.
» Una muestra de tamano n serd denotada por (X1,...,X,) o bien,
por X. Cada Xj;, con i = 1,...,n, es una variable aleatoria que

representa la caracteristica bajo estudio del elemento i-ésimo de la
muestra. Cuando las mediciones se hayan llevado a cabo, es decir,
una vez realizado el muestreo los resultados obtenidos se denotan
por (z1,...,x,) o bien, por z.
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Razones que justifican un estudio inferencial

La realizacién de un estudio inferencial se justifica por distintas

circunstancias, entre las que destacan las siguientes:

5.

Por motivos presupuestarios. La realizacion de un estudio a través
de muestras supone un ahorro tanto de dinero como de tiempo.
Imaginese el tiempo y dinero que supondria realizar un estudio
sobre la altura media de la poblaciéon de Andalucia.

A veces no todos los elementos de una poblacién estan localizables.
En el ejemplo anterior puede ocurrir que haya personas nacidas en
Andalucia que vivan en otras comunidades.

En ocasiones la poblacién tiene un gran nimero de elementos, pu-
diendo ser ésta potencialmente infinita. Considérense, por ejemplo,
poblaciones cuyos elementos se obtienen a partir de la realizacién
de un experimento aleatorio, como la tirada de un dado o la con-
tabilizacion del ntimero de clientes que utilizan un cierto servicio
en un tiempo fijo.

Existen situaciones en las que cuando se analiza un elemento éste
queda inutilizable o destruido. Si se quiere comprobar la calidad
del vino de una cierta cosecha, un andlisis completo llevaria a la
desaparicion de la poblacion. Bastaria tomar una medicién en cada
tonel o conjunto de éstos.

Por motivos de precisién. Aunque parezca contradictorio, a veces
un andlisis total, implica el que se cometan errores graves en la
medicién, codificacién, resumen, etc., cuestiones que pueden ser
mucho mejor controladas utilizando un estudio a partir de una
muestra. Por otro lado, es mucho mas ficil formar y controlar
a un pequeno nimero de medidores—observadores—encuestadores,
que a un gran numero de éstos.

Tipos de muestreo

A continuacién se establece una primera clasificaciéon de los tipos

de muestreo que es comunmente aceptada en la Estadistica:
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1. Muestreo probabilistico o aleatorio. Es aquel en el que a priori
se conoce la probabilidad de que cada uno de los elementos de la

poblacion pertenezca a la muestra.

2.  Muestreo opinatico. Es aquel en el que el muestrador decide sub-

jetivamente los individuos que compondrin la muestra.

3. Muestreo sin norma. Es aquel en el que se toma como muestra un

trozo de la poblacién por razones, en general, de comodidad.

La ventaja del muestreo aleatorio es que pueden determinarse los
errores que se cometeran en el proceso inferencial, siendo el tinico que
interesa desde el punto de vista estadistico. El muestreo opinatico se
justifica en funcién del conocimiento que se tenga de la poblaciéon bajo
estudio. Finalmente, el muestreo sin norma puede utilizarse como una
primera aproximacién a una poblacién de la que no se dispone de infor-

maciéon alguna.

A continuacién, el estudio se centra en el muestreo probabilistico.

Se distinguen, de forma poco exhaustiva, las siguientes variedades:

1. Muestreo aleatorio simple con reemplazamiento. Es aquel en el
que todas las unidades poblacionales tienen la misma probabili-
dad de pertenecer a la muestra, pudiendo medirse varias veces el
mismo individuo. Las variables aleatorias que componen una mues-
tra obtenida a través de este procedimiento son independientes e

idénticamente distribuidas.

Ejemplo 1.1 En una urna se tienen 100 bolas: 60 bolas ro-
jas, 25 bolas blancas y 15 bolas amarillas. Se
extraen de la misma (con reemplazamiento)
dos de ellas. Para averiguar cual es la proba-
bilidad de que la primera bola sea blanca y
la segunda roja, se definen los sucesos

B, = {sacar la primera bola blanca}
Ry = {sacar la segunda bola roja}.
Puesto que hay reemplazamiento, sacar bola
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blanca y sacar bola roja son sucesos indepen-
dientes, con lo cual,

P(B1N Ry) = P(B1)P(Ra) = {o5 155
Muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento. Igual que en el
caso anterior todos los individuos tienen idéntica probabilidad de
pertenecer a la muestra, pero los individuos no pueden seleccionar-
se varias veces. En este caso, las variables aleatorias que componen
la muestra no son independientes.

Ejemplo 1.2 En el caso del ejemplo anterior, si se extraen

de nuevo dos bolas de la urna pero esta vez

sin reemplazamiento, la probabilidad de ex-

traer primero una bola blanca y luego una

roja es

P(B1 N Ry) = P(B1)P(Rz/B1) = 14559

Muestreo estratificado. Este tipo de muestreo se basa en la es-
pecificacién de subpoblaciones o estratos conteniendo elementos
parecidos entre si. La composicién de la muestra se distribuye en-
tre los distintos estratos mediante un procedimiento que recibe el
nombre de afijacion. Existen principalmente tres tipos de afijacion:

a) Uniforme. En la muestra habra el mismo ntmero de repre-
sentantes de cada estrato. Es decir, si existen k estratos y el
tamano de la muestra es n, se extraeran, aproximadamente
7 elementos de cada estrato.

Ejemplo 1.3 En una empresa hay seis categorias di-
ferentes de trabajadores, cada una con
un numero similar de empleados y con
varianzas parecidas para la variable sa-
lario. Si se quiere tomar una muestra
de 60 individuos para estudiar el salario
medio de los trabajadores, habria que
tomar de cada categoria %0 = 10 traba-
jadores.

b) Proporcional. En la muestra habrd un nimero de represen-
tantes de cada estrato proporcional a su tamano. Es decir, si
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un estrato, 7, contiene N; elementos de los N de la poblacion,

le corresponderd un total de %n elementos muestrales.

Ejemplo 1.4  Para realizar un estudio sobre una ca-
racteristica de una poblacion de 1000
habitantes, donde 600 son hombres y
400 mujeres, suponiendo que la varianza
de dicha caracteristica sea similar para
ambos sexos, se deberia tomar la mues-
tra de manera que se mantuviera esa
proporcion, es decir, que el 60% de la
muestra fuesen hombres y el 40 % fue-
sen mujeres.

c) Optima. La asignacién de unidades muestrales se hace tenien-
do en cuenta tanto el tamano de los estratos como su variabi-
lidad, de forma que, un estrato mas heterogéneo necesita de
més unidades muestrales, mientras que uno mas homogéneo
se explica con un menor nimero relativo de elementos de la
muestra. Asi, si o; representa la desviacién tipica del estra-
to i-ésimo, la asignacién de unidades muestrales para dicho
estrato vendra dada por

o N;
n % .
> aiN;
j=1

Ejemplo 1.5 Se quiere realizar un estudio sobre el
tiempo dedicado a la lectura a la semana
en una poblacién de 1000 habitantes. La
siguiente tabla refleja los porcentajes y
desviaciones tipicas de los grupos en los
que se divide la poblacion.

Grupo | Edades | f; | o;

1 <18 025|011

2 19 —35|0/40 | 0’3

3 36 —55(020 |05

4 >55 | 015 |01

Se decide tomar una muestra de 600 ha-

bitantes, de manera que de cada grupo,

n; =
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dado que Z?ZI o;N; = 260, habra que

tomar:
_ 250-0'1 __
ny = 600402068’3 =60
ng = 600 260 = 276

— 200-0'5 __

— 150-0'1 __
ng = 60012001 = 36,

Como propiedad a destacar, hay que senalar que el muestreo es-
tratificado permite un estudio diferenciado para cada estrato.

4. Muestreo por dreas o conglomerados. En este caso se trata de
establecer grupos de elementos fisicamente préximos entre ellos,
frecuentemente constituidos por una particién geografica de la po-
blacién.

Se puede observar que las ideas que subyacen en el muestreo estra-
tificado y por conglomerados son opuestas, ya que los elementos
de la poblaciéon que pertenecen al mismo estrato son homogéneos
entre si y heterogéneos con el resto de los estratos, sin embargo,
los conglomerados son homogéneos entre ellos y heterogéneos in-
ternamente.

La caracteristica principal del muestreo por dreas es que permite
limitar la toma de muestras a un conjunto de areas que representen
al resto.

Ejemplo 1.6 Se quiere realizar un estudio sobre cuanto
gastan las familias espanolas al ano. Para sim-
plificar el problema que supone obtener las
listas de toda la poblacién, se eligen aleato-
riamente algunas provincias como represen-
tantes del conjunto de ellas, de las cuales se
obtendra la muestra deseada.

Ademds de los anteriores que tienen un uso generalizado, exis-
ten una gran cantidad de procedimientos para muestrear que pretenden
adaptarse de la mejor manera a las circunstancias de la poblacién ba-
jo estudio. A modo ilustrativo destacan los muestreos: sistemdtico, en el
que selecciona una de cada k unidades ordenadas; polietdpico, que es una
generalizacion del de areas; bifdsico, en el que se parte de una muestra
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grande que permita reconocer las caracteristicas més acentuadas de la
poblacién, al objeto de poder definir un diseno més fino, etc.

Tanto en el caso de muestreo estratificado como en el de areas y
en cualquier otro muestreo probabilistico, la ultima etapa del muestreo
implica la realizacién de un muestreo aleatorio simple; ello justifica el
hecho de que en lo que sigue sdlo se consideren muestras aleatorias sim-
ples, (m.a.s.). En concreto, el tipo de muestras aleatorias simples que
van a ser analizadas a partir de ahora son aquellas obtenidas de una po-
blacién infinita o de un muestreo aleatorio simple con reemplazamiento.
Esto supone que dada una muestra (Xi,...,X,) se tiene que:

» Las variables X;, con ¢ = 1,...,n, tienen igual distribucién de
probabilidad que la poblacion de la cual se ha extraido la muestra.
Es decir, si F' es la funcion de distribucién de la poblacién entonces

Fx,=F 1=1,...,n.

= Las variables X;, con ¢ = 1,...,n, son independientes. Por tanto,
si F'x, .. x, es la funcién de distribucién conjunta de la muestra,
entonces
n n

Fx, . .x,(x1,...,2n) = H Fx,(x;) = [[ F(w).



Capitulo 2

Estimacion puntual

1. Introduccion

En numerosas ocasiones, al realizar un estudio estadistico se cono-
ce la estructura de la poblacién que se pretende estudiar, con la salvedad
de los parametros que la caracterizan. Por ejemplo, la utilizacién de un
aparato de medida objetivo garantiza, en general, que las mediciones
obtenidas tendran una distribucién Normal, de la que se desconoceran
sus parametros: media y desviacién tipica. El objetivo que se persigue
con las técnicas de estimacion es el determinar de la forma maés precisa
dichos parametros, de modo que la distribucién quede completamente
especificada.

En este capitulo y en los dos siguientes se abordard la Inferencia
Estadistica desde un punto de vista paramétrico, es decir, se parte del
conocimiento (salvo pardmetros) de la distribucién de probabilidad que
rige la poblacién bajo estudio. De esta forma, se considera una pobla-
cién cuya funcién de distribucién es Fp(z), donde 6 € IR* es un vector
de parametros desconocidos. En esta situacién, el problema es cuanti-
ficar lo més exactamente posible el valor de 8 a partir de una muestra
de tamafnio n. La rama de la Estadistica que se dedica a estudiar este
tipo de problemas se llama Teoria de la Estimacion, existiendo dos en-
foques diferentes para llevar a cabo dicho estudio: la estimacion puntual
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v la estimacion por intervalos. En la primera, se estiman los parame-
tros a través de valores numéricos, mientras que en la segunda, queda
garantizada su pertenencia a una regién con un margen de seguridad
prefijado.

Este capitulo se centra en la estimacion puntual, si bien, la mayoria
de los conceptos son generales y se utilizan también en la estimacion por
intervalos y en el contraste de hipdtesis.

A efectos de notacion se hard referencia a las caracteristicas de
la muestra con letras latinas, mientras que las de la poblacién se desig-
naran, en general, con la correspondiente letra griega. Asi, por ejemplo,
la varianza muestral serd S2, mientras que la poblacional se identifi-
card, por o>
X, mientras que la poblacional se denotara por u. El objetivo que se per-
seguird a lo largo del capitulo es el de obtener valores lo mas precisos
posibles de los parametros desconocidos del modelo probabilistico.

; con la media muestral seguira utilizandose la notacion usual,

2. Estadistico, Estimador y Estimacion

Un estadistico T(X), es una funcién de las variables muestrales que
no depende de pardmetros desconocidos. Se trata pues de una variable
aleatoria, la cual tiene una distribucién que se denomina distribucién en
el muestreo. El estadistico puede considerarse como un resumen o una
compresion de la informacion suministrada por la muestra y, obviamente,
va a ser mas manejable que ésta. Notese que puede ocurrir que en ese
resumen se pierda alguna posible informacién que pudiera contener X
acerca de los pardmetros desconocidos. Por ello, el objetivo perseguido
es que el estadistico T'(X) sea tal que el resumen que lleve a cabo se
produzca sin pérdida de informacién relevante sobre los pardmetros.

Dentro del conjunto de estadisticos destacan los estimadores, que
son aquellos estadisticos que se construyen con la intencién de estimar
un parametro de la poblacién y que, consecuentemente, debe reunir con-
diciones que lo hagan deseable en algiin sentido. Més adelante se daran
criterios de bondad de un estimador.
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Una estimacion es el valor numérico que toma el estimador para
una muestra concreta.

Ejemplo 2.1 Sea X una variable aleatoria que sigue una distri-
bucién Normal de media desconocida, p, y varianza
o?. La funcién T(X) = X, es decir, la media mues-
tral, es un estadistico y estimador de la media u
de la poblacién. Si se toma la muestra x; = 2'5,
x9 =2, x3 = 34, x4 = 1'5, x5 = 4, el valor numéri-
co T = 2/68 es una estimacién de p.

La necesidad de definir los estadisticos se debe a que, aunque con
la muestra se ha reducido bastante la dimensién del problema, el exce-
sivo tamano de ésta obliga a comprimir atin mas la informacién para
obtener respuestas a las preguntas que puedan hacerse y, de esa forma,
completar el proceso inferencial. El objetivo que se persigue al definir los
estimadores es el de resumir la informaciéon muestral, en aras, de obtener
valores préximos a los verdaderos valores de los pardmetros desconocidos
de la distribucion de la poblacién.

3. La funcion de verosimilitud

Sea X una variable aleatoria continua cuya distribucién viene dada
por una funcién de densidad fp, donde 8 € IRF es un vector de pardme-
tros desconocidos. Para una muestra x extraida de dicha poblacién, se
define la funcion de verosimilitud como:

L(z,0) = fo(z),

que en el caso de una muestra aleatoria simple toma la forma
n
L(z,0) = fo(x) = [] folx:).
i=1

Si la variable aleatoria es discreta la funcién de verosimilitud se define de
forma analoga, cambiando la funcién de densidad por la de probabilidad.

Se ha de hacer notar que la verosimilitud varia en los parametros
mientras que la muestra permanece constante. La importancia de dicha
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funcién queda perfectamente ilustrada en el caso de que la poblacion
bajo estudio sea discreta, ya que en tal caso la funcién de verosimilitud
expresa la probabilidad de obtener una muestra en funcién del vector de
parametros 6.

4. Suficiencia

Anteriormente se ha comentado que los estadisticos realmente su-
ponen una compresiéon o resumen de la informacién suministrada por
la muestra, por ello, seria ideal que el estadistico contuviera toda la
informacién relevante que posee la muestra respecto al pardmetro que
se estd estimando. Si ocurre esto, se dice que el estadistico es suficien-
te para dicho pardmetro. Formalmente, ello supone que la distribucién
conjunta de la muestra condicionada al estadistico, es independiente del
parametro.

La caracterizacién de la suficiencia de un estadistico se hace a
partir del criterio de factorizacion de Fisher—Neyman, que dice que dada
una m.a.s., X, se tiene que un estadistico, T'(X), es suficiente para @ si
la funcién de verosimilitud admite la siguiente descomposicion:

L(z,0) = g(T(z),0)h(z),

donde g es una funcién no negativa, tanto del estadistico como del vector
de parametros, y h es una funcién no negativa exclusiva de los valores
muestrales.

Ejemplo 2.2 De una poblacion distribuida segiin una Bernouilli
de parametro p se extrae una m.a.s. de tamano n.
Se trata de encontrar un estimador suficiente para
el pardmetro p. Para ello se considera la funcion de
verosimilitud

L(z,p) = P[(X1,....Xn) = (x1,...,2,)]
= P[X1 =] - P[X, = x]
= p"(l—-p)'T e pt(1—p)tTn
= pZi:l xi(l _p)”_zz':l Ti

Por el criterio de factorizacién, tomando

t=T(x) =12, hlz)=1
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y
g(t,p) = p'(1—p)",
se obtiene que Y ;" ; X; es un estimador suficiente
para p.
5. Propiedades de los estimadores

Puesto que para un mismo parametro pueden existir varios esti-
madores, a continuacion se analizan una serie de propiedades que serian
deseables para un estimador y que permiten elegir, entre dos de ellos, el
mejor.

5.1. Estimador insesgado

Una propiedad deseable para un estimador es que su valor medio
sea igual al parametro que se quiere estimar. Dicha propiedad se llama
insesgadez. Formalmente, un estimador 7'(X) es insesgado o centrado
para un parametro 6, cuando E[T(X)] = 6.

Ejemplo 2.3 La media muestral es un estimador insesgado pa-
ra la media poblacional u, cualquiera que sea la

distribucion de la poblacién, ya que E[X] = p.

Si se verifica que E[T(X)] = 6 + b(0) el estimador serd sesgado o
descentrado, siendo b(6) su sesgo, excentricidad o error sistematico. Es
interesante que un estimador sea insesgado porque tomara valores que
estaran alrededor del valor del pardmetro 6.

Ejemplo 2.4 Sise considera la varianza muestral como estima-
dor de la varianza poblacional, puede comprobar-
se que se trata de un estimador sesgado, ya que
E[S?] = =162, siendo su sesgo —0?. Para de-
mostrarlo, hay que tener en cuenta que la varianza
muestral puede escribirse de la forma:
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S2 — =1
S S{(F T I S
=1

n-

Desarrollando el cuadrado se obtiene

1 _

s = - (Z(Xi —p)? = n(X — M)2> :
i=1

Calculando la esperanza de la varianza muestral a

partir de la expresion anterior se tiene que

E[S?] = ;(iE[(Xi—u)z]—nE[(X—u)zo-

Teniendo en cuenta que la muestra es aleatoria sim-

ple y que la media muestral verifica que E[X]| = u
y que Var[X| = %2, se tiene que la primera de las
esperanzas que aparecen en el segundo miembro
es, para todo i, E[(X; — p)?] = o2 y la segunda,

El(X — p)?] = %2, con lo que se llega a

1 2 —1
E[S?] = - <n02 - nZ) == - o2

Ahora bien, si se considera la cuasivarianza mues-
tral como estimador de la varianza poblacional en
vez de considerar la varianza muestral, se llega a
que éste tltimo es insesgado. Para ello, basta tener
en cuenta que la cuasivarianza se puede expresar en
funcién de la varianza como S? = -"-S5?, entonces
su esperanza viene dada por:
E [ " SQ]

n—1

n n—1 , 9

= o’ =o”.
n—1 n

E[S7]

Cuando el sesgo b(0) es tal que lim b(f) = 0, se dice que el esti-
n—oo
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mador es asintdticamente insesgado.

Ejemplo 2.5 Anteriormente se estudié que la varianza muestral
era un estimador sesgado de la varianza poblacio-
nal, siendo su sesgo b(c) = —20?. Se observa que
cuando n — oo el sesgo b(o) — 0. Con lo cual,
se tiene que la varianza muestral es un estimador
asintéticamente insesgado del pardmetro o.

5.2. Estimador eficiente

Puesto que lo que se intenta es obtener el valor del parametro a
través de un estimador, que es a su vez una variable aleatoria, una pro-
piedad que también seria deseable es que la varianza de dicho estimador
fuese lo mas pequena posible, dicha propiedad se denomina eficiencia.
Se dice que un estimador T es mas eficiente que otro Ts, cuando ocurre
que Var(T;)<Var(T2). Un estimador es eficiente, en términos absolu-
tos, cuando alcanza la llamada Cota de Frechet—Cramer—Rao, que para
muestras aleatorias simples viene dada a través de la expresiéon

[aEg@@nr
nE [(310%1;9(&)2}

donde el denominador de la expresién anterior se conoce como cantidad
de informacion de Fisher, 1(0).

Var(T') >

Y

Observacién 2.1 Para poder aplicar esta cota es necesario que se cum-
plan ciertas condiciones de reqularidad de fo(x). Son las conocidas con-
diciones de reqularidad de Fisher—Wolfowitz:

1. El campo de variacion de la poblacion de la cual se extrajo la mues-
tra es independiente del pardmetro 0, y por tanto, la muestra tam-
bién lo es.

2.  FEuxisten, al menos, las dos primeras derivadas respecto al pardme-
tro 0 de la funcion L(X,0).
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3. La derivacion e integracion, asi como la suma en el caso discreto,
son operaciones intercambiables.

Cuando un estimador es mas eficiente que otro pero a su vez tiene més
sesgo, en general, se decide por aquel que tenga menor error cuadrético
medio (ECM). El error cuadrdtico medio de un estimador se define como:

ECM(T) = E (T - 0)*| = Var[T] + (0 — E[T])? = Var[T] + b(6)?,
es decir, la varianza del estimador més el cuadrado del sesgo.

Ejemplo 2.6 Se quiere estimar el pardmetro A de una Poisson
mediante la media de una muestra de tamano n.
;Es la media un estimador eficiente?
La varianza de la media muestral es Var[X| = 2

v la esperanza E[X| = A. Calculando la Cota de
Frechet—Cramer—Rao:

(aEpn>2
X
CFCR =

E K%ga?@())?] |

log PA(X) = —X+zlog\—log(a!)

Se tiene que

y su derivada respecto a \
0log Py(X) xr  x—A

D S

luego el denominador queda

El(@bgPﬂX)yW B nEKXﬁ-mﬂ

oA A2

y la Cota de Frechet—Cramer—Rao
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1 A
. Kaloga?()()ﬂ T

Como la varianza del estimador es igual a 2, se

n’
tiene que éste es eficiente.

CFCR =

5.3. Estimador consistente

Cuando un estimador no es insesgado se le exige que al menos sea
consistente. Existen diversas definiciones de consistencia, en funcién de
la convergencia que se utilice. Aqui se entendera que un estimador es
consistente cuando:

1. lim BE(T,) =0

n—oo

2. lim Var(7,)=0

n—o0

conociéndose dicha consistencia como consistencia en probabilidad.

Ejemplo 2.7 La media muestral es un ejemplo de estimador

consistente de la media poblacional p: E[X] = u

y por tanto lim E[X]| = p y Var[X]| = %2, con lo
n—oo

que se tiene que lim Var[X] = 0.
n—oo
6. Métodos de obtencion de estimadores

A continuacién, se estudian dos métodos que van a permitir ob-
tener estimadores con unas cotas de bondad razonablemente buenas en
relacién con las propiedades que se acaban de describir. El primero de
ellos, llamado método de los momentos, se basa en la correspondencia
entre las caracteristicas de la poblacién y las de la muestra. El segundo,
denominado de mdzima verosimilitud, se apoya en la funciéon de verosi-
militud definida anteriormente.
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6.1. Meétodo de los momentos

Sea X una variable aleatoria tal que existen los r primeros mo-
mentos poblacionales con respecto al origen y cuya distribucién de-
pende de una serie de pardmetros 64,...,0; desconocidos. En el ca-
so de que el parametro i-ésimo se pueda expresar en funcion de los
r primeros momentos poblacionales con respecto al origen, es decir,
0; = gi(aa,...,a,), para una muestra (Xi,...,X,) el estimador ob-
tenido a través del método de los momentos para dicho pardametro viene
dado por 6;(X) = gi(a1,...,a,), donde

n
> X
s = E[X!]  as= %

Propiedad 2.1 Los estimadores obtenidos por el método de los momen-
tos son consistentes, aunque, en general, no son insesgados ni tienen
varianza minima.

Ejemplo 2.8 Se quiere estimar la media y la varianza de una
N(u,0) por el método de los momentos. Se sabe
que = E[X]| = au, luego un estimador para 1 por
el método de los momentos resulta de sustituir oq
por ay, asi

En cuanto a la varianza, se sabe que
a =E[X? =0 +p? = o%=ay—p?

luego sustituyendo ag por as y p por su estimador,
se tiene que un estimador de o por el método de
los momentos viene dado por:

n
>
F2="=L X =5%
n



2.6 Métodos de obtencion de estimadores 21

6.2. Método de maxima verosimilitud

Este método ofrece generalmente mejores resultados que el ante-
rior. En la misma situacién se construye la funcién de verosimilitud,
L(z,0), viniendo dados los estimadores méximos verosimiles por aque-
llas expresiones del vector de pardametros, 6, con § € IR*, que hacen
maxima dicha funcién. Por ser positiva y coincidir sus maximos con los
de su logaritmo, el método se reduce a buscar la expresién del vector de
pardmetros, 6, que haga méxima la funcién log L(z, 9).

Propiedad 2.2 Los estimadores mdzimo-verosimiles (M.V.) son asin-
toticamente insesgados, asintoticamente Normales y de existir un esti-
mador eficiente éste es el mdzimo—verosimil.

Ejemplo 2.9 Sea X una variable aleatoria que sigue una B(p).
Para encontrar el estimador maximo—verosimil pa-
ra p, se construye en primer lugar la funcién de
verosimilitud:

Liz,p) = pXim"(1—p)" 2,
Si T(x) es tal que
méx L(z,p) = L(z,T(z)),
P
entonces también se verifica que

méx log L(z,p) = logL(z,T(z)).
p

De esta forma, se tiene que

n
log L(z, p) lelogp—l— le log (1 —p),
=1 =1

luego

Olog L(z,p) _ i=1 i=1
dp p 1-p
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1 n
De donde se obtiene que p = — Z x;.
n “
=1

A continuacion, habria que comprobar que para ese

valor de p la funcién log L(z,p) alcanza un méxi-
9log L(z,p)

mo. Se puede probar que —r o = 0 y por

P
n

1
tanto, T(X) = — ZXZ' es el estimador maximo—
n
i=1
verosimil de p.

7. Estimacién de parametros en poblaciones Normales

Puesto que la mayoria de problemas que se abordan en la Inferen-
cia Estadistica asumen la hipdtesis de normalidad de la poblaciéon bajo
estudio, a partir de ahora, se le va a dar un trato diferenciado, particula-
rizando cualquier estudio para esta distribucién. Sea pues X una variable
aleatoria con distribucién N(u,0). Los estimadores maximo—verosimiles
de los pardmetros p y ¢ son, respectivamente, la media y la desviacion
tipica muestral, con las propiedades que les confiere el método utilizado.
Se trata ahora de estudiar las distribuciones de ambos estimadores.

No obstante, antes de continuar con esta cuestion, se hara un inciso
para estudiar una serie de distribuciones que se derivan de la Normal.

7.1. Distribuciones derivadas de la Normal

Las distribuciones derivadas de la Normal tienen gran importancia
en la Inferencia Estadistica, ya que serdn las distribuciones de una amplia
familia de estimadores. Todas ellas se obtienen como combinacién y/o
promedios de variables Normales, estan tabuladas y se caracterizan sélo
por el nimero de Normales tipificadas que entran en su composicién; a
dicho nimero se le llama grado(s) de libertad, justificAndose este nombre
por los motivos que se desarrollardn en los proximos temas.

7.1.1. Distribuciéon Chi—cuadrado

Sean Z1, Zo, ..., Zn, n variables N (0, 1) independientes, la variable
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X2 definida como
Xo=Z7+Z5+ -+ 22

sigue una distribuciéon Chi-cuadrado con n grados de libertad. Dicha
variable puede interpretarse como el cuadrado de la distancia euclidea
desde el origen de coordenadas al punto (Zy, Zo, ..., Z,). La variable se
caracteriza unicamente por el nimero de Normales tipificadas que entran
en su composiciéon y la independencia de éstas hace facil el cdlculo de
los momentos. Asi

ENZ=n y Va2 =2n.

0
0] 10 20 30 40

Figura 2.1: Distribucién Chi—cuadrado

La funcién de densidad de la distribucién Chi—cuadrado es asimé-
trica, siendo sdlo distinta de cero para valores positivos de la variable.
Tiene una asintota cuando los valores tienden a infinito y para n > 2
tiene forma campaniforme.

Propiedades 2.3

1. La distribucion Chi—cuadrado es un caso particular de una dis-
1 n

tribucion Gamma, en concreto, es una I'(5,%5). Recuérdese que
X ~T'(a;p) si tiene como funcion de densidad
a/p

f@)=4 T
0 stx <0

e Pl sz >0
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n
2.

2. La funcién caracteristica de un x2 es p(t) = (1 — 2it)

3. La suma de dos Chi—cuadrado independientes con ny y ny grados
de libertad es una nueva variable Chi—cuadrado con ny +ns grados
de libertad.

4. Cuando n es mayor que 100 se verifica la siguiente aprozimacion:
V2x2 ¥ N(HW2n-—1,1).

Ejemplo 2.10 La velocidad (cm/seg) de un objeto de masa 1 Kg.,
viene dada por una variable aleatoria V que sigue
una N(0,25). Si K = WTW, donde m es la masa del
objeto, es la variable aleatoria que representa la
energia cinética de dicho objeto, se pide calcular la
probabilidad de que la energia cinética sea menor
que 200.

Puesto que m = 1, se tiene que

P(K <200) = P (2 <200

V2 200-2

P 625 < 625

= P(g <12)
P(x3 < 1'28) = 0'725.

7.1.2. Distribucion ¢ de Student

Sean Z y 2 dos variables aleatorias independientes que siguen
una distribucién N(0,1) y una Chi-cuadrado con n grados de libertad,
respectivamente. La variable aleatoria

Z

n
sigue una distribucién t de Student con n grados de libertad. La dis-
tribucién es simétrica respecto a cero, con una varianza mayor que la
N(0,1) y tiende a ésta a medida que n lo hace hacia infinito (se puede

considerar que sus probabilidades coinciden a partir de un n superior a
120).

t, =
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La distribucién ¢ de Student compara a una N(0,1) con un pro-
medio de n variables N(0,1). Sus momentos principales son:

(n>2).

Elta] =0  Varlt,] = %

0’4

0]
-6 0

Figura 2.2: Distribucién ¢ de Student

Ejemplo 2.11 Sea V una variable aleatoria que sigue una toy. Se
quiere hallar a tal que P(|[V| > a) = 0'01. Para

ello basta tener en cuenta que la distribucion t de

Student es simétrica, con lo cual

P(lVl>a) = P(V>a)+P(V < —a)

= 2P(V >a)=001.

Asi pues, el a requerido es el que verifica
P(V >a) = 0005,

de donde se obtiene, buscando en las tablas, que

a = 2'845.

7.1.3. Distribucion F de Snedecor—Fisher

La distribuciéon F se define como el cociente entre dos variables
independientes Chi—cuadrado divididas por sus grados de libertad, es

decir

fn,m:

3 ‘?’0‘3 ‘§<l\3
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La distribucién estéd caracterizada por los grados de libertad n y
m, siendo su forma esencialmente la misma de la Chi—cuadrado. Sus
caracteristicas mas importantes son:

m m2(m+n —
E[Fum| = —— Var[Fy, m| = nz(m (_ 2;2‘(m _241).

Propiedades 2.4

1. De la definicion se deduce que si X ~ Fpm = % ~ Fmmn-

2. La distribucion t de Student al cuadrado es un caso particular de
la F. Esto es, si

t Z = 2 z

e "X

n n

, 2
siendo t; ~ Fip,
o=
[ ]
[ ] 1 =2 = =} =

Figura 2.3: Distribucion F de Fisher—Snedecor

Ejemplo 2.12 Hallar el valor b tal que P(F < b) = 0'01, sabiendo
que la variable aleatoria F' sigue una distribucion

F7,20-

Como Fr20 = ﬁ, se tiene entonces que

P(}—7720 <b) = 00l & P (}'71,20 > %) =001,

luego
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1 / 1 /
P(Fa7 > 5)2001 = 52615.

De donde b = 0'162.
7.2. Distribucion de la media muestral

Como ya se ha visto en ejemplos anteriores, la media muestral
tiene esperanza u y varianza o2/n; ademds por ser combinacién lineal
de variables Normales es a su vez Normal, es decir:

— o
X~N|pu—]).
Vn
Lo anterior también seria, aproximadamente, cierto para una variable

X no Normal siempre que n sea suficientemente grande, como garantiza
el Teorema Central del Limite.

7.3. Distribucion de la varianza muestral

La relacion que existe entre la media y la varianza muestral viene
dada por el teorema de Fisher—Cochran:

Teorema 2.1 Las variables aleatorias X y S? son independientes vy el
estadistico "O% tiene distribucion Chi—cuadrado con n-1 grados de liber-
tad.

Se obviara la demostracién de lo anterior, que de forma equivalente y en
funcién de la cuasivarianza muestral, puede expresarse como:

—1)5?
(n—1)S¢ ~ 2. (2.1)

De los momentos de una Chi—cuadrado se puede deducir:

2(n—1) 4
T2 7

o2

—1
s Var[5?] =

B[S = n n

Esto indica, como ya se estudié, que S? no es un estimador inses-
gado de o2, por lo que en la mayoria de los casos se toma como estimador



28 Capitulo 2. Estimacion puntual

de la varianza poblacional la cuasivarianza muestral, 52, también deno-
minada varianza muestral corregida. La razén de no elegir siempre la
cuasivarianza es que su ECM es mayor que el de la varianza.

~ 2
Por otro lado, puesto que %\/ﬁ ~ N(0,1) y (n— 1)% ~x2_4
y como ademas estos estadisticos son independientes, se tiene que

X —
= M\/ﬁ'\‘tn—l‘
Se

7.4. Distribucion de la diferencia de medias muestrales

Se consideran dos poblaciones independientes representadas por
las variables X e Y, con distribuciones respectivas N (u1,01) y N (2, 02),
de las cuales se dispone de sendas muestras, X y Y, de tamanos ny y no
respectivamente. Es facil ver que su diferencia de medias muestrales se
distribuye como:

2 2
—  — (o} (o2
X =Y ~N|p—p, | L+ 2
niy no

7.5. Distribucion del cociente de varianzas muestrales

Dadas las dos variables anteriores X e Y independientes y segin
la ecuacién (2.1), se tiene que:

2

Sc1

ot

52 ~ Jni—1nz—1-
c2

02

Ejemplo 2.13 En una clase de ciencias, se toma una m.a.s. de
51 alumnos que se presentaron al examen de ma-
temadticas y otra, independiente de la anterior, de
19 alumnos presentados al examen de fisica. Se sa-
be que las notas de los alumnos tanto en matemati-
cas como en fisica siguen una Normal con la misma
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dispersion. Se pretende averiguar cual es la proba-
bilidad de que la varianza observada en la primera
muestra sea al menos el doble de la segunda.

Sea 5%4 la varianza muestral de las notas corres-
pondientes a matematicas y 512; la varianza mues-
tral de las notas de fisica. Puesto que se trata de
muestras independientes y teniendo en cuenta que
52 S?
517M ~ 2 19l ~ 2
2 Xs50 YV o2 X18

se tiene que

51-18- 53, f
50-19 - 52 P0.18:
Asi pues,
52 51-18-52
PlEL>2) = p=—=" =M > 103
(S% ) (50-19-51% )
= P(}-g,o,ls > 1/93)
= 00632.

7.6. Distribucién de la proporcion muestral

Utilizando una particularizacién del Teorema Central del Limite,
se sabe que de forma asintética, para una poblacién Bernouilli, B(p), se

A —
tiene que la distribucién de la proporciéon muestral P= X puede aproxi-
mar por una Normal, tal que

pq
N <p, ) .
n

Si se tienen dos poblaciones Bernouilli, entonces:

I

A
p

pm+pm>,

A A ~
P1—Py = N |p1—Dp2
n2



30 Capitulo 2. Estimacion puntual

8. Ejercicios
8.1. Ejercicios resueltos

2.1 Sea X una m.a.s. de tamaiio n extraida de una poblacion
Normal de media x y varianza o?2.
a) Halle los estimadores de méaxima verosimilitud para los
pardmetros uy o2.
b) ;Es X un estimador eficiente de u? ;Y suficiente?
c) Encuentre un estimador insesgado de p? + o2.

d) Si g = 0, encuentre un estimador suficiente de o.

Solucién:
a) A partir de la m.a.s. de tamano n, se construye la funcién
de verosimilitud:

L= L(la M, 02) = (27’(’0’2)_% exp {_W} .

202

Para encontrar los estimadores de méxima verosimilitud de p y o2, hay
que encontrar los maximos de la funcién de verosimilitud, L, o equiva-
lentemente, los maximos de la funcién log L:

Z(ﬂt’z‘ - M)2

log L = —glog (0?) — glog27r - MT

Para ello, habra que resolver el siguiente sistema:

810g L =1 -0
on o2 N
n
Z(xi - M)2
Olog L __n = S
Oo? 202 204

cuya solucién proporciona los estimadores maximo—verosimiles de p y

0'22
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b) Supuesta conocida ¢ y teniendo en cuenta que T(X) =
X es insesgado para i, la cota de Frechet—Cramer-Rao viene dada por:

1

CFCR = )
nE [(810g8%(X))2:|

Haciendo calculos,
(z — p)?
202

Olog fu(x) _r—p <8logfﬂ )
1
o2

log fu(x) = 10g0—710g27r—

ou o

: [(‘o‘logé{j( >ﬂ .

Por tanto, la cota de Frechet—Cramer—Rao vale

1 2
CFCR=—r =,
n= N
2 _—
y puesto que Var[T'(X)] = Var[X]| = Z, se deduce que T(X) = X es

eficiente para pu.

Estos célculos no hubiesen sido necesarios si se hubiera recurrido
a las propiedades de los estimadores maximo—verosimiles. Como X es
maximo-verosimil para p, de existir un estimador eficiente seria él.

En cuanto a la suficiencia de T(X) = X, a partir de la funcién de
maxima verosimilitud

n )2
L= L(z;p,0%) = (270%) "% exp {‘W} ,
g

desarrollando la expresién de la exponencial,

Y- S @+ np(p - 27)
202 252
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se llega a que, si se define

9(T(@),p) = exp{-"145"}
h(&) = (27{-0—2)36}{1){—25;%%2}’

por el criterio de factorizacién, el estimador T(X) = X es sufi-
ciente para p.
c) Puesto que

E[X] = p; Var[X] = —,
se tiene que
<2 < <12 o? 2
EX'] = Var[X|+EX]" = —+pu
Como, ademas,
-1
B[s] = =0
n

el estimador que se busca es T'(X) = X’ 4 52, ya que
E[T(X)] = B[X"] + E[$?] = 0” + u*.

d) En este caso,

fo2(x) = (271'0'2)_% exp {—%;zQ}

y la funcién de verosimilitud es

k
n 1
_ 2y _ 2y-2 2
L=L(z,0°) = (210°) 2exp{—202 E xl}

Por el criterio de factorizacién, tomando

1

g(T(g),aQ) = (2%02)_% exp {—M

(@)},

con T(z) = YF 22, v h(z) = 1, se tiene que T(X) = SF | X? es

estimador suficiente para o2.
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8.2. Ejercicios propuestos

2.1. Dadas W, X, Y y Z cuatro variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas segtin una N (0, 5).
a)Si S =2W 43X —Y + Z + 30, obtenga P(S < 42).
b)Si T = W2+ X2 + Y2 + Z2 obtenga a verificando que
P(T <a)=0025.

c)SiU = \/W, obtenga P(U < 6'973).

2.2. Sean X e Y dos variables aleatorias que siguen una t3s y
una X%Q respectivamente.
a) Halle z tal que P(|X| > z) = 005.
b) Obtenga y tal que P(|Y] > y) = 0'05.

2.3. Se sabe que la anchura de las piezas fabricadas por una
cierta maquina, medida en centimetros, se distribuye segiin una Normal
de media 10 y desviacion tipica 025. Si se toma una m.a.s. de 25 piezas,
calcule:

a) P(968 < X < 10'1).
b) P(S? < 0'19).

2.4. Se quiere estudiar la altura de los alumnos de tercero de

ESO y se estimé, en experiencias anteriores, que dicha caracteristica se
distribuye segiin una Normal de media 167 cm. y varianza 10’24 cm?. Si
se toma una m.a.s. de 10 alumnos,

a) Calcule la probabilidad de que la media muestral de las
alturas de los 10 alumnos no sea inferior a 165 cm.

b) Halle la probabilidad de que la cuasivarianza muestral
de las alturas de los 10 alumnos sea superior a 15’90 cm?.

2.5. Se extrae (X1, X, X3, X4) m.a.s. de una poblacién X dis-
tribuida segtin una Exp(5). Dados los estadisticos

1 1
Yl(&) = E(Xl +X2) + g(Xg +X4)
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X1 +2X0 +3X3 +4Xy

Xi+Xo+ X3+ X
Ya(X) = 1+ 21- 3+ 47

estudie cudles son insesgados para 6.

2.6. Dada una poblacién distribuida normalmente con media
desconocida y varianza igual a 25, se extrae una m.a.s. de tamano 3 y
se consideran los estimadores de la media

Y(X) = 065X + 025X + 0'1X;
Z(X) = 2X3- X,
X1+ Xo+ X3

TX) = S

Estudie cudal de los tres estimadores es el mejor desde el punto de vista
del sesgo y la eficiencia.

2.7. Sea (X1, X3, X3) una m.a.s. procedente de una poblacién
que se distribuye normalmente. Sean

X1 +2X0 +3X3
N 6

Xy - 4X,

T (X) —

Tr(X)

dos estimadores de pu.
a) Demuestre que ambos son insesgados.
b) Pruebe que T (X) es més eficiente que Th(X).

2.8. Sea X una variable aleatoria distribuida segin una N (u, o).
Calcule un estimador insesgado de % + 6.

2.9. De una poblacién N (u, 2) se extrae una m.a.s. Y de tamafio
n = 4. Para el siguiente estimador de la media

T(Y)=02Y] +04Ys + cY3 + dYy,

calcule ¢ y d para que T'(Y) sea insesgado y eficiente.
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2.10. Sea (X7i,...,Xy) una m.a.s. extraida de una poblacién que
sigue una B(p). Considérense los estimadores:
_ noox?2
NX) =X y TX)===""
n

a) Demuestre que ambos son insesgados.
b) Estudie cuél es més eficiente.
c¢) ;Son consistentes?

2.11. Sea (Xq,...,X,) una m.a.s. extraida de una poblacién que
sigue una P ().

a) Pruebe que T'(X) = > ; X, es suficiente para .
b) Estudie la consistencia del estadistico U = TZET para el

parametro \2.

, X;,) una m.a.s de una U(0,6), 6 > 0.

2.12. Sea (Xq,...
, Xn}. Pruebe que M, (X) es

a) Sea M, (X) = max{Xy,...

consistente para 6. ;Es insesgado?
b) Si Y,,(X) = 2X, estudie la consistencia para 6.

c) Demuestre que el estadistico Z,(X) = ZH M, (X) es

insesgado y més eficiente que Y, (X).

2.13. De una poblacién distribuida segin una B(m, p), se extrae
una m.a.s. de tamafo n. Estudie la insesgadez del estadistico T'(X) = £

—m
respecto al pardmetro p y demuestre su eficiencia.

2.14. Considérese una m.a.s. de tamano n extraida de una po-
2

blacién Normal de media p y varianza o
a) Encuentre un estimador suficiente de o cuando u = 0.

b) Busque un estimador suficiente de p. ;Es ese estimador

eficiente?
c) Demuestre que T'(X) = S? no es un estimador eficiente

de o2.
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2.15. De una poblacién con funciéon de densidad

se extrae una m.a.s. de tamafio n. Si se estima el parametro 6 a través
de la media muestral:

a) Demuestre que es consistente.

b) Estudie su eficiencia.

2.16. Estudie la eficiencia del estimador T(X) = X del pardme-
tro b de la funcién de densidad T'(b; a), para una m.a.s. de tamafio n.

2.17. Dada una m.a.s. de tamano n extraida de una poblacién
N(u, o), se quiere estimar la media p mediante

T(X)=k) jX;.
j=1

a) Obtenga k para que T'(X) sea insesgado.
b) Estudie si T'(X) es eficiente.
c) (Es consistente?

2.18. Para estimar la media de una poblacién normalmente dis-
tribuida, se extrae una m.a.s. de tamano n y se consideran los estadisticos

. n X,
nX)=X y DhX)=55"

im1t
Determine cual es el mejor estimador desde el punto de vista de la in-
sesgadez y la eficiencia.

2.19. Sea X una m.a.s. extraida de una poblacién Exp (3). Prue-
be que el estadistico Y, (X) = nmin{X;}, i = 1,...,n es insesgado, pero
no consistente para 6.
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2.20. De una poblacién distribuida segin una Exponencial de
funcién de densidad

falz) =™ x>0,

se extrae una m.a.s. de tamano n.
a) Demuestre que T'(X) = > ; X; es suficiente para a.

b) Pruebe que el estimador U = ”T_l es consistente para o.

2.21. Encuentre un estimador por el método de maxima verosi-
militud para el pardmetro A\ de una Poisson.

2.22. Dada una m.a.s. extraida de una poblaciéon que sigue una
Exp( %), encuentre un estimador méaximo-verosimil para el pardmetro 6.

2.23. Determine un estimador, por el método de los momentos,
de los pardmetros en los siguientes casos:
a) P()\).
b) Exp(0).
c) I'(a; b).

2.24. Sea la variable aleatoria X que sigue la distribucion de
Pascal:

f(z)=p(1—p)* dondez=0,1,2,... y0O<p<l1.

Busque un estimador de p por el método de los momentos.

2.25. Obtenga un estimador, por el método de los momentos,
para el parametro a de la distribucion que tiene por funciéon de densidad

fa(az):%aa;m) 0<z<a.
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2.26. Una fabrica produce botones cuyo didmetro varia aleato-
riamente entre dos valores a y b. Supuesto que el didmetro se ajusta a
una variable aleatoria distribuida uniformemente, estime, a partir de la
muestra

1020 1022 1010 10’14,

los pardmetros a y b por el método de los momentos.

2.27. La funcién de densidad de una variable aleatoria es:
fo(x) = (0+ 1):69 O0<z<l.

Halle el estimador de 6 utilizando:
a) El método de los momentos.
b) El método de méxima verosimilitud.

2.28. Una determinada empresa quiere planificar su produccién.
Ellos calculan que el producto que ofrecen puede gustar entre el 40 %
y el 50 % de los habitantes de su ciudad, pero tras tomar una mues-
tra aleatoria de 10 individuos observan que sélo tres muestran interés
por el producto. Teniendo ésto en cuenta, jcudl de las dos proporciones
contempladas deberan tomar en consideracién con base en el criterio de
maxima verosimilitud?

2.29. Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad
P(X=2)=01-0)*" z=1,2,... 0<6<1.

Encuentre un estimador del parametro € por el método de maxima ve-
rosimilitud.

2.30. Obtenga un estimador por el método de los momentos para
el parametro a en una distribucién Pareto, cuya funcién de densidad

viene dada por
axrf
fa(@) = =% 2> x.
xa—i—l
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2.31. Sea X una variable una variable aleatoria que tiene por
funcién de densidad

folx)=20"2(1—2) O0<ux<l.

Obtenga un estimador de maxima verosimilitud para el parametro 6.

2.32. Sea (X1,...,X,) una m.a.s. extraida de una poblacién con
distribucién U(a;b). Obtenga estimadores de a y b por el método de
méxima verosimilitud.

2.33. Para una distribucién que tiene funcién de densidad
fo(x) = e~ @0 2>,

calcule el estimador de méxima verosimilitud para el pardmetro 6.
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Capitulo 3

Estimacion por intervalos de confianza

1. Introduccion

En el capitulo anterior se estudiaron tanto las propiedades desea-
bles para un estimador de un determinado parametro poblacional, como
la forma de calcularlos. Estos estimadores proporcionan, para una mues-
tra concreta, un valor puntual que se denomina estimaciéon puntual. Sin
embargo, a pesar de la indudable utilidad de este procedimiento, en la
practica, cuando se realiza la estimacion de un parametro se necesita
obtener una medida de la fiabilidad de dicha estimacion, medida de la
que se carece en el proceso de estimacién puntual, de este modo, surge
la necesidad de encontrar un método que permita calcular una regién
que contenga al valor del parametro con una cierta garantia.

El capitulo se ha organizado introduciendo en primer lugar el
Método del Pivote, para calcular seguidamente Intervalos de confianza
de pardmetros en poblaciones Normales basandose en el mismo. A con-
tinuacién se han introducido otros métodos de obtencién de estimadores
que se han considerado interesantes, pero que dada su complejidad o su
relativo uso vienen marcados con ***. En concreto, el Método asintético
basado en el Teorema central del limite va a permitir calcular intervalos
en poblaciones Binomiales. El tema concluye con un epigrafe dedicado
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a la determinacion del tamano muestral para cumplir con el objetivo de

precision establecido.

Existen innumerables situaciones reales donde es necesario encon-
trar regiones en las cuales se tenga la confianza o cierto grado de segu-
ridad de que en ellas se halle el valor de un parametro desconocido de

la poblacién. A modo de ejemplos:

Ejemplo 3.1

Ejemplo 3.2

Un vendedor desea establecer la duracién de la
garantia de un determinado electrodoméstico, de
forma que durante el periodo de garantia deba sus-
tituir el menor niimero posible de piezas. El tiempo
hasta el primer fallo, viene dado por una variable
aleatoria, X, tal que, E[X] = 6, donde 6 es un
parametro desconocido.

Si el vendedor no quiere pagar ninguna pieza, el
tiempo de garantia deberia de ser nulo, pero ésto
supondria una mala imagen cara al piiblico, con los
consecuentes perjuicios. Por tanto, debera buscar
una cota inferior del tiempo hasta que se produzca
el primer fallo del electrodoméstico, “confiando”
en que la vida media de ese electrodoméstico sea
superior a esa cota inferior. Es decir, extraida una
m.a.s., X, de la poblacién, para o > 0 se busca
0(X) tal que

PO(X)<6 > 1-a.

Un laboratorio esta interesado en estudiar la toxi-
cidad media de un determinado producto quimico,
para ello quiere establecer una cota superior de di-
cha media y asi tener cierta certeza o seguridad de
que la toxicidad del producto estara por debajo de
esa cota superior. Por tanto, si la toxicidad del pro-
ducto viene dada por una variable aleatoria, X, tal
que E[X] = 0 donde 6 es un pardmetro descono-
cido, se quiere obtener una cota superior del nivel
de toxicidad medio “confiando” en que dicho nivel
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se encuentre por debajo de esa cota. Es decir, ex-
traida una m.a.s., X, de esta poblacion, para o > 0
se busca §(X) tal que

PH<OX)] > 1—-a.

Ejemplo 3.3 Una empresa tabaquera desea estudiar el nivel me-
dio de nicotina de sus cigarros. A la compania le
interesa que el nivel medio de nicotina se encuentre
entre unos margenes debido a que un nivel medio
alto supone que el cigarro es muy perjudicial para
la salud y un nivel medio bajo implica que el ci-
garro carece de sabor. De este modo, si el nivel de
nicotina de un cigarro viene dado por una varia-
ble aleatoria, X, tal que E[X] = 0, donde 6 es un
parametro desconocido, se desea, a partir de una
m.a.s., X, y para a > 0 obtener §(X) y 6(X) tal
que

PO(X)<0<P(X)] > 1-a

Estos ejemplos ponen de manifiesto la necesidad que existe de
construir regiones donde se tenga la “confianza” de encontrar el para-
metro. Nuestro estudio se centra en el caso en que el parametro sea
unidimensional y las regiones sean intervalos, por ello, de ahora en ade-
lante, se hablard de intervalos de confianza.

Dada una m.a.s. X procedente de una variable aleatoria, X, cuya
distribucién depende de un parametro desconocido 6 y dadas las varia-
bles aleatorias §(X) y 6(X). Se define intervalo de confianza de nivel

1 — v a un intervalo [0(X), §(X)], tal que
POHX)<0<0(X)]>1-a. (3.1)

Noétese, que en la definicién anterior se habla de nivel de confianza
1 — a, sin embargo, la probabilidad en dicha expresién es mayor o igual
que 1 — «, esto se debe a que existen situaciones, como en poblaciones
discretas, donde no es posible que dicha probabilidad sea exactamente
1 — a. Como se puede apreciar, los extremos del intervalo son variables
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aleatorias que dependen de la muestra y que toman para una realizacion
muestral determinada, x, dos valores puntuales. Asi pues, el objetivo de
este tema va a ser encontrar §(X) y 0(X), extremos del intervalo de
confianza, cumpliendo determinados criterios relativos a la calidad de
dicho intervalo. Como ilustracién del significado de intervalo aleatorio
se tiene el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4 Sea X una variable aleatoria que sigue una dis-
tribucion U(0,0). El nivel de confianza, basado en

una muestra de tamano uno, del intervalo aleatorio
[X,2X] es:

1
P[X§6§2X]:P{20§X§0]:;.

Tras esta apreciacién, hay que tener cuidado a la hora de interpre-
tar el significado de la expresién (3.1), ya que € es un valor desconocido
pero constante, por ello, su interpretacién correcta es que la probabilidad
de que el intervalo aleatorio [#(X),(X)] contenga el valor del pardme-
tro, 0, es, al menos, 1 — «. Por otra parte, una vez tomada una muestra,
se obtiene un intervalo fijo, con lo cual no tiene sentido hablar de pro-
babilidad, ya que el valor del pardmetro pertenecerd o no a ese intervalo
fijo, es decir, lo hard con probabilidad 1 é 0. La explicacién anterior
justifica que tenga que hablarse en términos de “confianza” cuando se
considera una muestra concreta. De esta forma, si el intervalo obtenido
para una muestra concreta se ha construido con un nivel de confianza
de 0’95, se prevé que dicho intervalo contiene al valor del parametro, ya
que de cada 100 realizaciones muestrales, aproximadamente el intervalo
concreto para 95 de ellas contiene dicho pardametro.

En la definicién (3.1) se ha hablado de intervalo de confianza en
el caso acotado, pero de igual forma, como se aprecia en los ejemplos,
puede hablarse de intervalo de confianza acotado inferiormente para 6 a
un nivel de confianza 1 — «, como el intervalo [0(X),+o0) donde 6(X)
verifica que

PIO(X) < 0] > 1-a,

y de intervalo de confianza acotado superiormente para 6 a un nivel de
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confianza 1 — o como el intervalo (—oo,#(X)], donde §(X) verifica que

PO(X)>0]>1-q.

2. Intervalos de confianza de longitud minima

Se puede observar que al ampliar la longitud de un intervalo de
confianza aumenta también su nivel de confianza, de hecho, si se conside-
ra el intervalo (—o0, +00) se obtiene un intervalo a un nivel de confianza
1. Por otro lado, a un nivel de confianza prefijado, se puede compro-
bar que no existe un unico intervalo. Por ello, se plantea el problema
de elegir de entre todos los intervalos a un nivel prefijado, alguno con
unas determinadas caracteristicas. Desde un punto de vista practico, el
intervalo de longitud minima es una eleccién interesante, ya que al con-
servar el nivel de confianza, éste nos da una estimacion del parametro
més ajustada que el resto de intervalos del mismo nivel de confianza.
Sin embargo, dicha eleccién presenta el problema de que este intervalo
no siempre se puede calcular; en dicho caso, se recurre a una soluciéon
alternativa como puede ser la bisqueda del intervalo que tenga longitud
minima esperada, es decir, aquel que minimice la expresion

E[0(X) - 8(X)].

Finalmente, cuando tampoco pueda resolverse este problema, el criterio
mas empleado consiste en el reparto equitativo del complementario del
nivel de confianza entre las dos colas, es decir,

PlO(X) = 0] =

Po(X) < 0] =

NI e

Este criterio presenta la ventaja de que conduce a un intervalo tnico y
que en el caso de distribucién simétrica con respecto al parametro es de
longitud minima.

A continuacion se dan algunos procedimientos para obtener inter-
valos de confianza en las situaciones que usualmente se presentan.
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3. Meétodo del pivote

Se considera una m.a.s. X procedente de una poblacién definida
por una variable aleatoria X, cuya distribucién dependa de un parame-
tro desconocido 6. El objetivo de esta seccién va a ser desarrollar un
método para calcular intervalos de confianza a partir de una funcién de
la muestra que contenga al parametro y cuya distribuciéon no dependa
de él. A continuacién, se muestra un ejemplo que ilustra este procedi-
miento.

Ejemplo 3.5 Sea X una m.a.s. extraida de una N(u,2), se busca
un intervalo de confianza para i a un nivel de con-
fianza 1 — «.. Para ello, se sabe que X ~ N (u, ﬁ),
por tanto

Xt/ ~ N(0,1),

con lo cual se pueden tomar las constantes ki(«) y
ka(av) verificando

Plhi(e) < X2 n <hs(a)] = 1-a,
de donde se obtiene que
PR-k) X <p<X-k(@Z] = 1-a
y por tanto un intervalo de confianza a nivel 1 — «
para [ es
(X —ka(0) 2, X — k() Z].

Obsérvese que ki(a) y ka(a) son constantes cuyo
valor depende del valor escogido «.

Se dice que T'(x;0) es un pivote o cantidad pivotal si T'(z;6) es
una funcién monétona en 6 para todo valor muestral z, la ecuacion
A = T'(z;0) tiene solucién para todo A y la distribucién de T'(X;60) es
independiente de 6.

Si existe T'(x; 0) pivote se puede construir un intervalo de confianza
para 6 a cualquier nivel.



3.3 Método del pivote 47

Ejemplo 3.6 Sea X una m.a.s. extraida de una poblacion con
distribucién U(0,0). Se quiere encontrar un inter-
valo de confianza para 6 a un nivel de significacién
1 — «. Para ello se considera como estimador de 6
a 0(X) = méx{X1,...,X,} que se sabe tiene una
funcion de distribucion

Fé(g)(t) = (2)”

que al ser funcion de distribucién de una variable
aleatoria continua verifica que

con lo cual se pueden encontrar ki (a) y ka(«) tales
que

Plki(a) < Fy(8(X)) < ks(a)] = 1—a

Por simplicidad se toma ki (a) = § y ka(a) = 1—5.

Resolviendo las siguientes ecuaciones

0x)\" o«
6 2

0x)\" o
(9) =y

se obtiene que;

g - 9%
(5)"

0 = H(X) 1o
(1-5)»

con lo cual un intervalo de confianza a un nivel
1 — « para 0 es,

Il—a(e) - [(10()()7 g(Xl)]

-9 (P)n

3|

Hay que hacer notar que este procedimiento no conduce a un tnico
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intervalo de confianza, ya que ki («) y k2(«) se pueden escoger de formas
diferentes para que cumplan

Plki(a) <T(X;0) < ky(a)]=1—-«
de lo cual puede deducirse que existen diferentes 0(X) y 6(X) tal que
POX)<0<B(X)]=1—a.

Como ya se coment6 en la seccién anterior, ki () y ka(a) se eligen
de manera que 6(X) — 6(X) sea minima, con lo cual, se habrd obtenido
un intervalo de confianza a un nivel 1 — « de longitud minima construido
a partir de T'(X; 0). Sin embargo, no podra decirse que es un intervalo de
longitud minima de entre todos los intervalos de confianza a nivel 1 — «,
ya que podria existir otro pivote T™ del cual se obtuviera un intervalo
mas pequeno.

4. Intervalos de confianza en poblaciones Normales

Debido a la importancia que tienen las poblaciones Normales, se ha
dedicado este apartado al estudio de los intervalos de confianza para sus
parametros. Por otro lado, la facilidad del calculo de cantidades pivotales
que presentan estas poblaciones hacen recomendable la obtencién de
estos intervalos de confianza a través del método pivotal.

En esta seccién se tratan tanto los intervalos de confianza en una
poblaciéon como en dos poblaciones Normales. En ambos casos, depen-
diendo del parametro para el cual se busca un intervalo de confianza y
del conocimiento o no de los otros pardmetros, se presentan diferentes
situaciones que a continuacién van a ser estudiadas. En primer lugar se
analizan las distintas situaciones para el caso de una poblacién X que
sigue una Normal de media p y varianza o2 y de la cual se extrae una
m.a.s., X, de tamano n. Posteriormente se estudia el caso de dos pobla-
ciones Normales de medias p1 y 2, varianzas o? y o3 y de las cuales se
extraen dos m.a.s., X e Y, de tamanos n; y ne, respectivamente.

Las tablas 3.3 y 3.4 resumen los resultados que se van a obtener
en lo que sigue.
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4.1. Intervalo de confianza para la media, conocida la
varianza

Debido a que se quiere encontrar un intervalo de confianza para
la media y se sabe que X ~ N(u, ﬁ), puede elegirse como pivote la
tipificacién de dicha variable aleatoria, es decir,

X—p
g

T(X;0) = Vn ~ N(0,1),

con lo cual, dado un nivel de confianza 1 — «a, para una variable aleatoria
Z ~ N(0,1) se pretende encontrar ki(«) y ka(c) (que para un mejor
entendimiento serdn denotados por k1 = ki(«) v k2 = kao(a)), tales que

P[kngng]zl—a.

Dados a1, ag > 0 tales que a; + ag = « (a1 y g representan el reparto
de la probabilidad « entre las dos colas), k1 y k2 se obtendran a partir
de las igualdades

Una vez calculados k1 v k2 se obtiene que

X —
l—-a = P ]{31§ M\/ﬁgk‘g
g

= Pk

= P|X—k

Se observa que para cada elecciéon de a; y ap tales que a; +ao = «,
se obtiene un intervalo diferente; con lo cual, como se decia anteriormen-
te, se escogera de entre todos ellos el de longitud minima para este pivote,
siempre que ello sea posible. Es decir,

Min X—klﬁ—(X—kgﬁ):%(kg—kl)
Sujeto a Fy(ko) — Fz(k1) =1—«
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donde Fz es la funcién de distribucién de una N(0,1).

Para encontrar dicho intervalo se recurre al método de los multi-
plicadores de Lagrange. A partir de la funcién

Y(ki, ko, \) = =

Vn

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

(k2 — k1) + A (Fz(ke) — Fz(k1) — (1 — o)),

(ki ko, A) o B
ok %ﬂL)\fZ(kQ)—O
adj(klakav)\) _ g _
B = Al =0
8w(k17k27)\)

P = Fy(ky) — Fu(ky) — (1—a) =0,

siendo fz la funcién de densidad de una N(0,1). Sumando las dos pri-
meras ecuaciones y operando se obtiene que

1.2 1.2
67§k2 = efﬁkl
de donde se deduce que
2 _ 12
ki = k5.

Por tanto, las soluciones son:

1. ki = ko, esta solucién no es valida pues se tendria un intervalo de
longitud nula.

2. ki = —ko, con lo cual ko = Zl_%, donde Zl_%, verifica que
FZ(Z1,%) =1- %

Es decir, el intervalo de confianza més pequeno coincide con el
obtenido por el reparto equitativo de a entre ambas colas; lo cual era
esperable ya que la distribucién Normal es simétrica respecto a su media.
El intervalo en forma explicita viene dado por la expresién

Lia(p) = |X — 2
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Ejemplo 3.7 Con el fin de estudiar el niimero medio de flexio-
nes continuadas que pueden realizar sus alumnos,
un profesor de educacion fisica somete a 80 de ellos,
elegidos aleatoriamente, a una prueba. Los resulta-
dos fueron los siguientes:

Flexiones|35 41 46 48 50 52 53 54 56 60
Alumnos|5 6 2 1015 6 1110 5 5

Se sabe que el numero de flexiones se distribuye
segtin una Normal de varianza poblacional 7'5.

Para construir un intervalo de confianza al 95 %
para la media del numero de flexiones, se tiene que
la media muestral es T = 49’78 y que Zy_g = 1/96.
Por tanto, el intervalo obtenido para esta muestra
concreta, viene dado por

Tyos(p) = [49’78i1’96 gg}
= [49'18,50/38].

4.2. Intervalo de confianza para la media, desconocida la
varianza

Denotando por S? a la cuasivarianza muestral y usando que X y
S2? son independientes, se tiene que

X—p _
g f—
Se

2
(n—1)25 ~ X3y

\/ﬁ ~ tnfl’

donde t,,_; representa la distribucion t-student con n — 1 grados de
libertad.

Se puede observar que T'(X,pu) = YS—: n es un pivote, con lo

cual, puede usarse para obtener un intervalo de confianza para la media
de una poblaciéon Normal cuando la varianza es desconocida. Operando
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igual que en el caso anterior se tendria

Ia(p) = [X - tn—l,l—%j% s X+tp11-2 \/%} ;

que expresado en términos de la varianza, S2,

I ()—{Xt 5 5 ]
1—al\M) = n—l,l—g\/ma ,—im :

Ejemplo 3.8 A partir de una muestra de 20 linternas cuyos
periodos de duracién (en horas) han sido

503(480(345(427|386 (432|429 |378|440|434
4291436(451|466|394|422(412|507|433|480

se quiere obtener un intervalo de confianza al 95 %
para la vida media de una poblacion de linternas
que se distribuye normalmente.

Teniendo en cuenta que T = 434’2, S. = 40’63 y
que para o = 005 y n = 20 es th-1,1-2 = 2'093,
se tiene que un intervalo de confianza al 95 % para
la vida media de las linternas es

Tyos(n) = [434/2i2’093%%”}

= [415'18,453'21].

4.3. Intervalo de confianza para la varianza, conocida la
media

Xi—p
ag

En este caso, puesto que % ~ N(0,1)y ,parat =1,...,n,

son independientes dos a dos, se tiene que

T(X;0) = Xn: (Xi — u>2 ~ X,

i=1 o

donde x2 representa la distribucién Chi-cuadrado con n grados de liber-
Sra(Xi = p)?

tad. Utilizando T'(X; €) como pivote y definiendo Sﬁ = ,
n
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el intervalo de confianza a un nivel 1 — a viene dado por

2 2
Iho(0?) = nsSy, nS;
1—al0 ) = 2 )

Xn,lfg Xn,%

4.4. Intervalo de confianza para la varianza, desconocida la
media

Por el Teorema de Fisher se tiene que

2
~ Xn-1-

(2

(X — X)?

Razonando de igual forma que en el apartado anterior se obtiene que el

intervalo de confianza a un nivel 1 — a para o2 es

n—1)S? (n—1)S?
Il—a(UQ): (2 )c’( 5 )c 7
Xn-11-¢2 Xn—1,2

que expresado en términos de la varianza, S?, queda

Ilfa(O'Q) = D) )

Ejemplo 3.9 Se sabe que el peso por comprimido de un cier-
to preparado farmacéutico se distribuye segiin una
Normal. Con el objeto de estudiar la varianza de
la distribucién, se extrae una m.a.s. de 6 articulos.
Sabiendo que la varianza muestral es igual a 40, se
pretende estimar la varianza poblacional mediante
un intervalo de confianza al 90 %.

Puesto que u es desconocida, un intervalo de con-
fianza para o? viene dado por
nsS? nS?

2y _
Il—oz(a ) — D) ) P} )
Xn-11-2 Xn-1,2
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donde oo = 0’1, n = 6, y S? = 40. Asi,
Xooos = 1107y X3 005 = 1'145;
con lo cual,
[6 40 6 - 40]

1107’ 1145
= [21'68,209'61].

Iygo(0?)

4.5. Intervalo de confianza para la diferencia de medias de
muestras apareadas

Sean X e Y dos m.a.s. de tamano n y apareadas, de tal forma
que la primera procede de una poblacién N(u1,01) y la segunda de una
poblacién N (ug,02).

Antes de proporcionar el intervalo para la diferencia de medias
de estas dos poblaciones, se hace necesario indicar qué se entiende por
muestras apareadas.

Se dice que dos muestras X e Y estan apareadas cuando los datos
de las muestras vienen por parejas, uno de cada una de ellas, de manera
que cada individuo proporciona dos observaciones.

Ejemplo 3.10 Para estudiar los efectos de un determinado farma-
co para adelgazar, se selecciona aleatoriamente 6
personas y se toma nota de sus pesos antes y des-
pués de administrarles el medicamento.

Antes |72/0 73'5 70’0 71’5 76’0 80’5
Después|73'0 74’5 74’0 74’5 75'0 820

Como puede observarse, los datos vienen por pare-
jas: peso antes y después, dos datos por individuo.
Parece légico que los datos se encuentren relacio-
nados entre si.

En los casos de muestras apareadas, el modo de proceder para
obtener un intervalo de confianza para la diferencia de medias es con-
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siderar una unica muestra formada por la diferencia de los pares de
valores, D = X — Y, reduciendo asi el problema a encontrar un intervalo
de confianza para la media de una poblacién.

Ejemplo 3.11 Si se quisiera construir un intervalo de confianza
para la diferencia de medias de los datos del ejem-
plo anterior, suponiendo que ambas son m.a.s. pro-
cedentes de poblaciones Normales, bastaria consi-
derar una nueva muestra:

D = X-Y

)

siendo X los pesos antes del tratamiento y Y los
pesos después del mismo. Asi, los valores de la nue-
va muestra D de tamano n = 6 son

-1 -1 -4 -3 1 -15,

cuya media muestral es T = —1'58 y su cuasiva-
rianza S? = 3'04. El intervalo de confianza para la
diferencia de medias viene dado por

ILi_o(pup) = {E_tn—l,l—g%v E+75n—1,1—% 5%} :

2
Para o = 0/05, se tiene tho11-2 = t50975 = 2'57
y el intervalo queda

lyos(up) = [—3'41, 0'25].

4.6. Intervalo de confianza para la diferencia de medias de
muestras independientes

Sean ahora dos m.a.s. X e Y de tamanos ny y ns, respectivamente,
independientes entre si, de tal forma que la primera procede de una
poblacién N(u1,01) y la segunda de una poblacién N (usg,02). Usando
que X vy Y son independientes, se sabe que

— o1
XNN(,“/L) 2 2
/n —_— g g
0_1 = X-Y~N H1 — p2, nil_’_ni? )
Eva 2 1 2
Y ~N —
(122
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y usando que 521 y 5022 son independientes, se tiene que

52
(ng —1)—% P Xm 1 52 502
S% = (nl - 1) 0_21 (nQ - 1)72 Xn1+n2 29
(77’2 - 1) o2 Xng 1 ! 72
2

donde 5621 y 5622 son las cuasivarianzas muestrales para las muestras X
e Y respectivamente.

El pivote que permite construir el intervalo de confianza para la
diferencia de medias de ambas poblaciones, se construye basandose en
los resultados anteriores, y depende en gran medida del conocimiento o
no de las varianzas poblacionales.

4.6.1. Intervalo de confianza cuando las varianzas son
conocidas

Se sabe que

2 2
. o o
X-Y~N Hn1 — H2, 71_"72 )
1 N2
con lo cual se puede tomar como pivote
XY — (-

2 2
of L o
ni n2

de donde siguiendo la metodologia anterior se obtiene que

- 2 2
P [X—Y—Zl_gMS p—p2 < X-Y+Z) _a Z;Jrf;] =

=1—-«
por tanto el intervalo buscado es

Ii—o(p —

2 2

O' O' g g

_ i, % ey 422
2V n1 n2
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Ejemplo 3.12 Se quiere estudiar la diferencia de las vidas medias
de dos tipos de lamparas. Para ello, se toma una
muestra de 150 lamparas de tipo H y otra, inde-
pendiente de la anterior, de 200 lamparas de tipo
N, obteniéndose que las de tipo H tienen una vi-
da media de 1400 horas y una desviacion tipica de
120, y que las de tipo N tienen una vida media de
1200 horas y desviacion tipica 80.

Para estimar la diferencia de medias se construye
un intervalo de confianza al 95 %, que viene dado
por

2

— _ o2 o
|:XH_YN + Zlf% ﬁ—FfN

nn

Sustituyendo en la expresion anterior, se obtiene
1202 | 802
{14001200 +1'964/ 555 + 505 } )
Yy por tanto,

Tyos(pm — pn) = [177'8,2222].

4.6.2. Intervalo de confianza cuando las varianzas son
desconocidas e iguales

Como SCQ1 y 5’622 son independientes, se sabe que

2

2
(nl - 1) 0_621 ~ Xn171 (n1 — 1)5521 + (’I’LQ — 1)522 9
SQ ” 2 ~ Xn1+n2—2
—1) c2 42 o
(nQ 2 Xns—1

y puesto que X y 5’621, asf como, Y y SCQ2 son independientes, se tiene el
pivote
T(K7 X? H1 = /’LQ) =
XY —(p1—p2) ( 141 )71

o ni ' ng

(n1—1)SZ +(n2—1)S2,
o2(n1+n2—2)
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. _ —1
XY — (1 —pe) L1
- — + — ~ tn1+n2—27
(n1—1)SZ +(n2—1)S2, ny N2
ni+ng—2

obteniéndose como intervalo de confianza

Io(p1 — p2) =

= = (n1—1)S2 +(ng2—1)S2
= [X — Y:l:tn1+n2*2,lf% : L 2 2 ( 1 + 1 )

nit+ng—2 E an

que expresado en funcién de la varianza muestral queda
Lio(pn — p2) =

= X_Yitnﬁrnz?,lg\/

n1S? + neS3 ( 1 1)
P 7_’_7
ny+mng—2 \ny  neo

Ejemplo 3.13 De una poblacién N(ui,0?), se extrae una m.a.s.
de tamano 10, tal que la media muestral es 4’1
y la varianza muestral es 6’09. De otra poblacion
N(pg2,0?) se toma otra m.a.s. de tamafio 16 e in-
dependiente de la anterior, cuya media y varianza
muestrales son 3’875 y 3’609, respectivamente. Se
quiere obtener un intervalo de confianza del 95 %
para la diferencia de medias poblacionales.

Puesto que la varianzas poblacionales son descono-
cidas pero iguales, el intervalo de confianza para la
diferencia de medias viene dado por

~ nlsf-mgsg 1 1
[X_Y + tn1+n2—2,1_‘5\/ nitna—2 \ni + na :

Para o = 0'05 se tiene que taq 975 = 2/0639. Asi,

10-6’094+16-3'609 ( 1 1
[4’1—3’875 + 2’0639\/;%4 (& +25) } _

Por tanto,

Tyos(p1 — p2) = [—1'6248,2'0748].
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4.6.3. Intervalo de confianza cuando las varianzas son
desconocidas y distintas

En este caso, puesto que X y Sgl, asf como, Y y 5622 son indepen-
dientes, se tiene que

X-Y — (11— pa)

~ N(0,1),
0'2 0'2
1 + Z2
ni no
asi como
2 2
1 2 2
(nl - 1) 2 + ('n2 - ]‘) ~ anJrnng‘
1
Por tanto o
XY —(pu1—p2)
7 3
nyp  n2 ~ t
> > ni+ng—29
S Sy
(nlfl)?Jr(nQ*l) p
ni+ng—2

pero como se ve el estadistico depende de o1 y o9 por lo que se recurre
a la aproximaciéon de Welch, en funcién de la cual el estadistico

X =Y — (u1 — p2)
2 2
i—F%
ni no

)

tiene una distribucién aproximada ta1-g siendo a un factor corrector
que se calcula tomando el entero més proximo a

2
S8, 5%
ni ng
a= -2

2 2
1 Sgl + 1 S‘%Z
ni1+1 ni no—+1 ng

y donde el intervalo de confianza para p; — e viene dado por

X_V &, S
Dealn = p2) = |X =V b ton g+ 22
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Ejemplo 3.14 Para realizar un estudio sobre la hipertension y
sus consecuencias, se toman dos muestras de 13 y
16 pacientes de ciudades distintas. Los datos mues-
trales obtenidos fueron los siguientes:

T1 = 166mm. S, = 28mm.
T3 = 164'Tmm. S, =T7mm.

Supuesto que ambas poblaciones son Normales y
que sus varianzas son desconocidas y distintas, se
quiere determinar un intervalo de confianza al 95 %
para la diferencia de medias.

Lo primero es calcular el valor de a.
2
2 2
ni no
2 2
1 (5 L1 SZ,
ni—1 ni no—1 ng

= 134.

Luego se toma a = 13. Por otra parte, puesto que
t13,00975 = 2'16, el intervalo buscado es

Toos (i1 — p12) = {166—164’7i2’16,/%+‘1‘—2}
= [-15'89,18'49).

4.7. Intervalo de confianza para el cociente de varianzas

Al ser S¢, v S, independientes, se tiene que

~_ 12 2 ny—152 Sz

(m —1) o? ™ X1 =1 a%l 0%1
3 = 52— g2 Y lni-1ne-1,

1)2¢ 2 na—1"cy c2

(77,2 - ) 2 ™~ Xno—1 n2—1 o2 o2

con lo cual, hay que determinar ki y ko que verifiquen la igualdad
Plk1 < Foi—ipp—1 < kol =1—a.

Usando el método del reparto equitativo del nivel de significacién, se
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obtiene que el intervalo de confianza buscado es

2 2 2

I o7\ 1 Sz, 1 Sz,
-« 5 | — ) )

03 oy 1ma-11-2 S8, Fuy1ny-1,8 S,

y puesto que 52 = %52, se tiene el intervalo

2 ny 2 ni 2

I o1\ _ 1 nl—ls1 1 nl—lsl
—a 2| no 27 no 21

03 Foicins—11-2 524755 Foicina—1,2 52752

Ejemplo 3.15 Con el fin de estudiar el gasto de combustible de
dos motos procedentes de dos companias diferen-
tes, C1 y C2, se seleccionan al azar 9 motos de la
compania C1 y 12 de la C2. Las de la compania C1
proporcionan una media de 18 km recorridos por
cada litro de combustible, con una cuasivarianza
de 11 km?/1? y las de la compania C2, una media
de 15km/l y una cuasivarianza de 2'9 km?/I2.

Sabiendo que la distancia recorrida por cada litro
de combustible se distribuye normalmente en las
dos companias, se pretende obtener un intervalo
de confianza al 90 % para el cociente de varianzas.
Llamando 521 y 532 a las cuasivarianzas muestrales
de las motos de las companias 1 y 2 y teniendo en
cuenta que o = 0'1, se tiene que paran; = 9 y
no = 12 es

Foyimp-1,2 =034y Fy 10,112 =2/95.

Asi pues, un intervalo de confianza al 90 % para el
cociente de varianzas viene dado por

2 111 1 11
Tvo (2L — - - -
09 (05) {2/95 29" (/34 29

= [0'13,112)].
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5%, Meétodo basado en la desigualdad de Tchebychev

En el método del pivote se parte del conocimiento, salvo parame-
tros, de la distribucién de la variable aleatoria que define la poblacién.
Sin embargo, en esta seccién se aborda una metodologia que permite
obtener un intervalo de confianza para un parametro de la poblacion co-
nociendo unicamente la media y varianza del estimador de dicho parame-
tro. Para ello, se usara la desigualdad de Tchebychev, la cual dice que
dada una variable aleatoria, X, tal que E[X] = p y Var[X] = o2, se
verifica que

1
PX =l < ko] > 1 - .

Sea 6(X) un estimador del pardmetro que se quiere estudiar, usan-
do la desigualdad anterior se puede encontrar un intervalo de confianza
con una cota inferior del nivel de confianza prefijado. Asi pues, se verifica

que
P {|é — E[6]] < ky/Var[d] } -1 %

En el caso de que el estimador sea insesgado se podra obtener un inter-
valo con nivel de confianza de al menos 1 — « que viene dado a partir de

las expresiones
1

1
1—ﬁ—1—a:>/<;—ﬁ
o ) .1 -

De lo cual se deduce que un intervalo de confianza es
- [Var[d] , [Var[d
Li_a(0) = |6 - LH,9+ Var[0] _
Q@ Q@

En el caso particular de que se quiera encontrar un intervalo de
confianza para la media de una poblacién de la cual se conoce la varianza,
puede tomarse como estimador X. De esta forma se obtiene el intervalo

— o — o
I =1 X-— X+ —].
lOé(lu’) \/m’ +\/@
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Ejemplo 3.16 Se quiere comparar el intervalo obtenido en este
método con el obtenido usando el método del pivo-
te bajo la hipdtesis de Normalidad. En este caso,
el intervalo venia dado por

[Y—Zl_ o X+7Zi s U},

SV VG
con lo cual la amplitud de este intervalo es
g
2. 21,% vn

mientras que para el método basado en la desigual-
dad de Tchebychev, la amplitud del intervalo es

9. 1L g
Vo yn

Para el caso de un intervalo de confianza a un nivel
de 095 y puesto que Zy_g = 196 y ﬁ = 447, se
puede deducir que aunque el método aproximado
es aplicable en situaciones muy generales, presenta
la desventaja de no proporcionar un intervalo con
buenas propiedades.

6***. Método asintético basado en el Teorema Central del
Limite

Esta seccion estd dedicada a la buisqueda de intervalos de confianza
para la media de una poblaciéon de la cual se posee una muestra de gran
tamano, es decir, se va a construir un intervalo de confianza asintético
para la media.

Cuando se busca el intervalo de confianza para la media de una
poblacién, el estimador natural es la media muestral X. Sin embargo,
puede suceder que se desconozca su distribucién y consecuentemente no
se pueda calcular dicho intervalo. Para superar esta dificultad, se utiliza
el Teorema Central del Limite.

Antes de continuar es necesario introducir el concepto de conver-
gencia en distribucién o en ley.
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Dada (X,,)nenr una sucesién de variables aleatorias con funcién de
distribucién Fi,. Se dice que X,, converge en ley o en distribucion a una
variable aleatoria X con funcién de distribucién F, si F,(z) — F(z) en
todo punto de continuidad de F, este tipo de convergencia se denota por

X, % XoX, X,

Asi mismo, serd de gran utilidad el siguiente teorema conocido
como Teorema de Linderberg—Lévy.

Dadas X1,...,X,, variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas, tales que, E[X] = u y Var[X] = 0% < co. Entonces:

X —p

Vi - N(0,1).

Por tanto, siempre que el objetivo sea obtener un intervalo de
confianza para la media, se puede aplicar este teorema y usar las mismas
técnicas empleadas para obtener el intervalo de confianza para la media
de una poblaciéon Normal, con la salvedad de que en este caso el nivel
de confianza de este intervalo no serd exacto, sino aproximado.

Debido a que en la mayoria de las situaciones reales que se presen-
tan la varianza poblacional es desconocida, en este método asintético la
varianza poblacional, se aproxima por la muestral, obteniéndose que

X - d
. En -4 N(,1).

6.1. Intervalos de confianza para la proporcion

Considérese una m.a.s. X extraida de una poblacién definida por
una variable aleatoria X, distribuida segin una Bernouilli de pardmetro
p. Si la variable aleatoria toma valores 0 y 1, el estimador de méxima
verosimilitud del pardmetro p es
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Puesto que

Elp] = p
1—
varlp) = 272
n
puede deducirse, aplicando una variante del Teorema de Linderberg—

Levy para este tipo de distribuciones, que

p—p
,/p=p)

A partir de este resultado se puede construir un intervalo de confianza,
bien directamente, o a través de la doble aproximacién, donde p(1 — p)
es sustituido por su estimador p(1 — p).

4, N(0,1).

Véase qué intervalos se obtienen por ambos métodos:

1. Sin utilizar la doble aproximacién y haciendo k = Zl,%.

l—a = Pl-k<N(0,1)<k]
_ B P—p -
B R = M

= P|(p—p)’n < Kp(1—p)]
_ Kp(1 — p)]

= P |(p*+p® —2pp)n <

[ K2\ k2 o
= P||1+—|p"—|20+—|p+p° <0
L n n

25+ %) £/(2p + )2 — a1+ £)p2

p:

Por tanto el intervalo es

(25 +5)+ 25+ 8 -4+ B)p?
2(1+ &)

Il—a(p) =
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o equivalentemente

p 1 T4 =) +
2

- +
1+5 201+ %) 2(1+ 2

n

Il—a(p) =

2. Utilizando la doble aproximacién y el mismo valor para k = Zl_%.
l—a = P[-k<N(0,1) <k]=

= P

de donde se deduce que el intervalo es

healp) = 5% 5=/1-5)].

Como puede observarse el primer intervalo obtenido converge al
segundo.

Ejemplo 3.17 En unas elecciones, el candidato A desea estimar,
al 95 % de confianza, la proporcion de votantes que
estan a su favor. Con este fin, toma una muestra
aleatoria de 100 votantes, observando que el 55 %
son partidarios suyos, obteniendo un intervalo de
confianza de sus probabilidades de triunfo igual a

Iyos(p) = |P=E Zoorsy/ ﬁ(lnﬁ)}
= [0'55 £ 1'96, /0’5156%/45}

= [0'55 +01]
0/45, 0/65].

6.2. Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones

Se consideran dos muestras aleatorias simples X e Y, de tamanos
n1 y ng e independientes entre si, extraidas de poblaciones con distri-
buciones Bernouilli de pardmetros p; y po respectivamente. El objetivo
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consiste en encontrar un intervalo de confianza para la diferencia de sus
proporciones. Como en el caso anterior, se obtiene que los estimadores
maximo verosimiles para ambas muestras son:

1 & 1 &
pr=—) Xi ppo=—)Y
nlg ! ngg !

verificindose que

~ “ 1-— R d 1 —
E[pl] =p1 Var[pl] = M pp — N p1, M
nq ny
y
~ ~ 1-— R d 1—
E[p2] =p2  Var[po] = W Py — N | po, pz(an)

Puesto que ambas muestras son independientes se tiene que

.. d
p1—p2 — N pl—pz,\/ +
ni na

p1(1—p1) | p2(l— pz))

de lo cual puede deducirse usando la doble aproximaciéon la expresién

Ploz izt -i-p) ) |\
2 \/m(l—m) +P2(1—P2) 2

ni n2

siendo el intervalo de confianza buscado igual a

o p1(1—p1)  po(l—p
I o(p1 —p2) = |p1— P2 & Zl—g\/pl( - Py + Pl " P2)

Ejemplo 3.18 Una determinada empresa quiere saber si su nue-
vo producto tendra mads aceptacion en la poblacién
adulta o entre los jovenes. Para ello, considera una
m.a.s. de 400 adultos y 600 jévenes, observando que
solo a 100 adultos y 300 jovenes les habia gustado
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su innovador producto. Para comparar las propor-
ciones de adultos y jévenes a los que les gusta el
producto, a un nivel de confianza del 99 %, se con-
sidera el intervalo de confianza

ﬁl _f)Q + Zl*% \/ﬁl(liﬁl) + ﬁ2(1*ﬁ2) ]

ni n2

Si se considera

p1 = proporcién de jovenes a los que gusta
p2 = proporcién de adultos a los que gusta
entonces

Pr=7gg =05 y p2= g5 =025

con lo que el intervalo queda

0’5-0’'5 0/25-0'75
0'5 — /25 + 2'58,/ U305 | 025075 |
es decir,
Tygo(p1 —p2) = [0'19,0'31].

7***. Intervalo asintético para cualquier parametro

En el apartado anterior, se estudié la construcciéon de un inter-
valo de confianza para la media de una poblacién a través de métodos
asintéticos. En esta seccidn, se extiende el método anterior a cualquier
parametro del cual se disponga un estimador méaximo verosimil. Para
ello, se considera el siguiente resultado.

Teorema 3.1 Si se verifican las condiciones de Fisher—Wolfowitz el es-
timador mdzimo—verosimil de 6, Oy, es asintéticamente Normal:

Ouv(X) —0 o N(0,1),
(1(0))

donde I(0) = — E [W] :
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Asi, dada una m.a.s. procedente de una poblacién cuya distribucién
depende de un parametro 6 desconocido y suponiendo conocido su es-
timador de maxima verosimilitud, el intervalo de confianza para dicho
parametro viene dado por la expresion

é]\/[V (X) -0

l-a = Pl—zl_gg 5

< Zl—‘;]

= P |:éA{V(X> - Zl—% I(G) <6< éMV(X) + Zl—% 1(9):| )
obteniéndose el intervalo

Io(0) = [éMV(X) — 2y \J1(0), By + 7y s I(e)} .

Ejemplo 3.19 Sea X una m.a.s. extraida de una poblacién de
Poisson de parametro desconocido \. Se sabe que
el estimador de maxima verosimilitud para X\ es

5\MV (X) — Y

v la cantidad de informacién de Fisher para esta
distribucion es

0 = 1

de lo cual se deduce que

X d
2FVm S N(0,1),

y donde, o bien, puede sustituirse A, como se vio
anteriormente, en el denominador por un estimador
consistente como es X, o resolverse directamente.
Si se sustituye, se obtiene que:
xX— d
XTj\/ﬁ 5 N(0,1)
X

y de aqui, el intervalo de confianza para \ es

N = {X —Z X X421 s \/ﬂ .
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8. Determinacion del tamano muestral

Una vez estudiados diferentes métodos de construccién de un in-
tervalo de confianza, se pone de manifiesto la importancia del tamaifio
muestral en los procesos inferenciales y mas concretamente, en la cons-
truccion de intervalos de confianza para la media de una poblacién. En
esta seccién, el objetivo va a consistir en fijar el tamano muestral para
que el error cometido en el proceso de estimacién de dichos intervalos
sea menor que una cantidad prefijada.

Asi, dependiendo del conocimiento o no de la varianza se pueden
distinguir los siguientes casos:

8.1. Determinacion del tamano muestral para estimar la
media, conocida la varianza

Tanto en el caso que la poblacién sea una poblacién N (u, o), como
en el caso de que el tamano muestral sea suficientemente grande se ha
visto que

Z1, g — Zlng'
_M§X+ 2 :170[’

NG

N1}

P|X -

:

0 equivalentemente

Z]__%O' 1
P X — < — = | = —
‘ ,U,| —= \/ﬁ «,

con lo cual, una medida del error cometido en la estimacion de la media

&
2

NG

Por tanto, se puede calcular el tamafnio muestral para que el error
absoluto cometido en la estimacién sea a lo sumo una cantidad prefijada
e, de la forma

viene dada por | X — pul, siendo una cota de dicho error.

Z12_g02
2

n =
g2
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Ejemplo 3.20 Se pretende estimar la media p de una poblacién
Normal de varianza 17'64 y se quiere tener una
confianza del 95 % de que el error absoluto de esti-
macioén sea menor de 0'05. Determinese el tamano
de la muestra.

Para a = 005 es Zy_g = 1’96. Por tanto, para
e = 0'05 se tiene que
(196)% - 1764

8.2. Determinacion del tamano muestral para estimar la
media, desconocida la varianza

De igual forma que en el caso anterior, se obtiene que un intervalo
de confianza a nivel 1 — o para la media de una poblacién es

— Sz — Sz
PlX —t, 112 o Sp< X+t 11-g ol l—a

o equivalentemente
_ S2
PIX —pl<tpag-g\—|=1-a
n

Razonando de igual forma que en el apartado anterior, el tamano mues-
tral necesario para obtener un error de estimacion menor que una can-
tidad prefijada, e, debe ser

2 2

tnfl,lf 5 SC

c2

8.3. Determinacién del tamano muestral para la proporcién

En las secciones anteriores se estudié que el intervalo de confianza
para la proporcién de una poblaciéon viene dada por

) [p(1—p ) [5(1—p
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0 equivalentemente

Pllp=—pl<Zi_2

Siguiendo el razonamiento de los apartados anteriores se obtiene que
el tamano necesario para cometer un error menor que una cantidad
prefijada, €, debe ser mayor que

2 ap(1 - )

e2

Ejemplo 3.21 Con el fin de organizar su produccion, una de-
terminada fabrica emprende una investigacion pa-
ra conocer la proporcion de consumidores que ad-
quieren su producto. Se quiere que el error de esti-
macién méaximo sea del 3% con una confianza del
95 %, asi que se trata de averiguar cual debe ser el
tamano de la muestra para que se cumplan estos
objetivos.

Se puede observar que nada se sabe acerca de p.
En esta ocasién y puesto que maxp(l —p) = i, se
tendra que

- 512_% < n.
Como € = 003 y a = 0'05, se tiene que Zg = 1/96.
Asi,
1'96)?
025 20/0352 =1067'11 < n.

Por tanto, el tamano de la muestra ha de ser como
minimo de 1068 consumidores.
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9. Ejercicios
9.1. Ejercicios resueltos

3.1 Se han generado aleatoriamente (con el paquete estadistico
Statgraphics) 20 datos extraidos de una poblacién N (0, 4), obteniéndose
que X = —0/052783 y S? = 3/17325. Obtener un intervalo de confianza
a un nivel de confianza 1 — « para el caso en que 0 = 1 y en el caso
en que no se conozca su valor. De igual forma, calcilense los intervalos
de confianza para o en el caso de que u© = 0 y en el caso de que se
desconozca su valor.

Solucién: Los resultados obtenidos vienen reflejados en la ta-
bla 3.1.

X = —0'052783 Amplitud del
Intervalos (o = 0'05)
S2 = 317325 intervalo
o=1 I_o(p) = [-0437,0'331] | A =0'768
o desconocida I_o(p) = [—0'407,0'317] A =0'724
p=0 I_o(0?) = [2/427,4/236] A =1'809
p desconocida I_o(0?) = [2/449, 4275 A =1'826

Tabla 3.1: Resultados: Distribucién N (p, o)

Hay que senalar que el intervalo encontrado cuando o es descono-
cida es mas pequeno que el encontrado cuando es conocida. Esto se debe
a que cuando o es desconocida se toma la cuasivarianza (o varianza),
que en este caso vale S2 = 3/17325, que es mas pequefio que el valor de
o =4.

3.2 Encuéntrense intervalos de confianza para la Exponencial de
parametro A por los métodos del pivote, la desigualdad de Tchebychev
y los métodos asintdticos I y II. Comparense los resultados obtenidos
para un nivel de confianza del 95% cuando

a) la muestra es de tamafio 100 y la media muestral X =
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0'560001
b) la muestra es de tamafio 10000 y la media muestral X =

0'502409.

Solucién: Los resultados obtenidos vienen reflejados en la ta-
bla 3.2, donde la amplitud del intervalo se denota por A.

n =100 n = 10000

Método Intervalo de confianza
X = 0'56000/ X = 0'50241
LX) X (07463, 0/69] |[0/473, 0'554]
Pivotal =1 =1

)
91,n,17% gl,n,%

A=0227 | A=0081

Desigualdad e < } [0'387,1'013]|[0/481, 0'526]
de Tchebychev e A=0626 | A=0045
I Asintético T [ - - ] (07468, 0/697]|[0/493, 0'512)]

(T.C.L) 12808 A=0229 | A=0019

L. Asintético IT|1__ Z_a\ — Z_a [0'45,0°67] |[0/493,0'512]
-5 X (-5
NG
A=022 | A=0019

(M.V.)

Tabla 3.2: Resultados: Distribucién Exp(X) (a = 0'05)

9.2. Ejercicios propuestos

3.1. Un fabricante disefia un experimento para estimar la ten-
sion de ruptura media de una fibra. Para ello, observa las tensiones de
ruptura, en libras, de 16 hilos de dicha fibra seleccionados aleatoriamen-
te. Las tensiones son 20’8, 20’6, 21’0, 20’9, 19'9, 20’2, 19’8, 19’6, 209,
211, 20'4, 20’6, 19’7, 19’6, 20'3, 20'7.

Si la tension de ruptura se distribuye segiin una Normal de des-
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viacién tipica o = 0'45 libras, constrilyase un intervalo al 98 % para el
valor real de la tensién de ruptura promedio de la fibra.

3.2. El ayuntamiento de una determinada ciudad esta interesa-
do en estimar la cantidad promedio de dinero que gastan los turistas
durante su estancia en la ciudad. Una encuesta llevada a cabo entre una
muestra aleatoria de turistas obtuvo los siguientes datos expresados en
euros: 150, 175, 163, 148, 142, 189, 135, 174, 168, 152, 158, 184, 134, 146,
155, 163. Suponiendo que la cantidad gastada al dia es una variable alea-
toria Normal, obténganse los intervalos de confianza para el promedio
de dinero que gastan los turistas al dia, estimados al 90, 95 y 98 %.

3.3. A partir de una muestra de 26 embotelladoras de agua, se
observa que el niimero medio de botellas llenas es de 71’2 por minuto y
que su varianza es de 13'4. Suponiendo Normalidad, calcule un intervalo
de confianza del 95 % para el nimero medio de botellas rellenas.

3.4. Se estd realizando un estudio para determinar el grado de
precision de las medidas efectuadas por un aparato. Para ello, se realizan
10 medidas, observandose que presentan una desviacién tipica de 0'23
unidades. Suponiendo Normalidad, obténgase un intervalo de confianza
al 99 % para la desviacién tipica de las medidas llevadas a cabo por el
aparato.

3.5. Dos universidades siguen métodos distintos a la hora de
matricular a sus alumnos. Para comparar el tiempo que los alumnos
tardan en completar los tramites de matricula se seleccioné al azar una
muestra de 100 alumnos de cada universidad, obteniéndose los siguientes
resultados, expresados en minutos,

T = 50/2; To = 52,9; S1 = 4,8; Sy = 5'4.

Supuesto que ambas muestras son independientes y procedentes de po-
blaciones Normales, obténganse los intervalos al 90, 95 y 99 % para la
diferencia de las medias del tiempo de matricula.
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3.6. Un agricultor siembra dos tipos de tomates hibridos en
cinco parcelas diferentes. Las producciones, en quintales métricos por
hectareas son las siguientes:

1 2 3 4 5
HibridoI |90 85 95 76 80
Hibrido IT | 84 87 90 92 90

Si se supone que las poblaciones son Normales:

a) Construya un intervalo de confianza del 90 % para la
diferencia entre las producciones medias.

b) Construya un intervalo de confianza del 90 % para el
cociente de las varianzas.

3.7. Para estudiar la diferencia de estaturas medias, medidas
en centimetros, de estudiantes varones en las facultades de ciencias de
Cadiz y Maélaga, se toma una muestra aleatoria de 15 estudiantes en
cada facultad, obteniéndose:

182 170 175 167 171 174 181 169

Cidiz | 47y 174 170 176 168 178 180
Al 181 173 177 170 170 175 169 169
AABA 971 173 177 182 179 165 174

Obtenga el intervalo de confianza al 99 % para la diferencia de es-
taturas medias entre ambos colectivos de estudiantes. Se supone que las
estaturas siguen una distribucién Normal y que las varianzas poblacio-
nales son iguales.

3.8. Se esta realizando un estudio sobre la evolucion del nivel
de colesterol de las personas, para lo cual se seleccionan 10 individuos al
azar y se les somete a una nueva dieta alimenticia durante seis meses, tras
la cual se les volvié a medir el nivel de colesterol en mg/dl. Suponiendo
Normalidad, obtenga un intervalo de confianza al 90 % para la diferencia
de medias.
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Antes ‘200 156 178 241 240 256 245 220 235 200
Después ‘ 190 145 160 240 240 255 230 200 210 195

3.9. Una fabrica produce barras de hierro cuya longitud sigue
una distribucién Normal. A partir de la muestra

1009, 101’2, 1002, 100’4, 99’8, 100’1, 101’5, 100'4, 101’7, 99'5.

a) Encuentre un intervalo de confianza para la longitud
media.
b) Tras revisar la maquinaria, se obtuvo una nueva muestra:

99'7,100'7,97'8,98'8,101'4,100'3,98'7,101'1, 99’4, 99'5.

Estudie si se produjo algtin cambio en la longitud media de la barras.

3.10. Partiendo de una m.a.s. de tamano n, construya un inter-
valo de confianza utilizando la desigualdad de Tchebychev con un nivel
1 — « para el pardmetro 6 de las siguientes ditribuciones:

a) B(6).
b) U(0,0).
c) N(0,0).

3.11. En un comercio se recibe un lote de 200 articulos de los
cuales 8 estan defectuosos. Obténganse intervalos de confianza al 90, 95
vy 99% para la proporcién de articulos defectuosos.

3.12. En una poblacién de 10000 nifios se desea hacer una cam-
pana de vacunacion. Se quiere saber cuantas vacunas deben preverse,
con un 95 % de confianza, si de una m.a.s. de 90 encuestados 30 estaban
vacunados.

3.13. A partir de una muestra de tamano 100, cuya media fue
0’37, obtenga un intervalo de confianza del 92’5 % para el pardmetro de
una distribucién B(1,p).
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3.14. A partir de una muestra de 150 enfermos escogidos entre los
admitidos en un hospital durante un periodo de tres anos, se observé que
129 tenfan algiin tipo de seguro hospitalario. En un segundo hospital, se
tomo otra muestra de 160 individuos, extraida de forma similar, de los
cuales 144 tenfan algin tipo de seguro. Encuentre los intervalos al 90,
95y 99 % de confianza para la diferencia de proporciones.

3.15. Con el propésito de estudiar la cantidad de nicotina de una
determinada marca de cigarrillos se toma una muestra de 100 de ellos,
encontrandose una media de 26 mg. Se sabe que la cantidad de nicotina
se distribuye normalmente, y que su desviacién tipica es de 8 mg.

a) Obtenga un intervalo de confianza para el contenido me-
dio en nicotina al 99 %.

b) Estudie cudl debe ser el tamano de la muestra para que
la amplitud del intervalo disminuya en 2 mg.

3.16. Determine el tamano muestral necesario para estimar la
media de una poblacién Normal con varianza igual a 12 y un 90 % de
confianza, de manera que el error en la estimacién no sea mayor de 0'01.
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10. Tablas de Intervalos de Confianza
Distribucién |Pardmetro Casos Intervalo
Normal } o conocida TE+7 ¢ ﬁ
N(p,0?)
n < 30 n > 30
o desconocida| S. |- S..
T+ tn—l,l—% \/ﬁ T+ Zl—% \/ﬁ
Desconocida } o conocida TE+Z) a ﬁ
n > 30
o desconocida T+ Zl,% 5%
Bernoulli ) Muestras P+ Z1—% %
B(p) grandes p=x¢=1-12
2 2
( nSy S )
Normal . Xn1-% =1
) 1 conocida n )
Nwo?) |, (w: — 1)
o 2 _ =1
Sp="=——xm—
_ 2 — 2
1 desconocida (7; S , (n2 1S,
X'n-11-2 X'n-1,2
Poisson Muestras =
A T+ Zi_a \/%
P(N) grandes °

Tabla 3.3: Intervalos de confianza para una poblacion
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Distribucién|Parametro Casos Intervalo
01,02 _ _ 02 02
. (T —T2) £ Z1-2 ﬁ—k%
conocidas
Normales -

. $1_$2itm,1—%5p1/nil+ni2

ep. —

) p2 M1 — [42 e conm=mny +ny—2
N(p1,07) desconocidas o (ny —1)S2 + (ng — 1)S2
N(,UQ,O'%) p ny+ng — 2

I s 52
-t g S+
7 # oo (st /m+siym)’
desconocidas |4 — 2 2
(5021 /n1> (5022/@)
+
ny+1 ng +1
Normales o _ _
d. d:l:Zl,%L\/d— d=12T1 — Ta
Depen. | 1 — o conocida n
N(p1,0%) oq n < 30 . n > 305
N (p2,03) desconocida |d £ th-1,1-2 \/C% d+ Zi-g \/C%
Normales 5 o 5 o
Na.at) | % e ( Ser/Sey Sc,/Se, )
7 ; ep) desconocidas | \Fmi—1na-1,1-8" Fni—1n5-1,8
N(:“’?v 02)
n1T1,N2T2
Bernoulli ni(l—=21) | (p1—p2) = Zy-g p#fl + p%gz
B(p1) p1—p2 | no(l— o) P =0 D2 = T2
B(p2) mpL,nep2 | G =1—m  Go=1—

ni1qi,n2ge > 5

Tabla 3.4: Intervalos de confianza para dos poblaciones




Capitulo 4

Contraste de hipotesis

1. Conceptos basicos

Este capitulo esta dedicado al estudio de los contrastes de hipdote-
sis, sin lugar a dudas, la técnica mas utilizada para tratar problemas de
Inferencia Estadistica. En primer lugar, con el objetivo de conseguir una
primera aproximacién a la metodologia empleada en los contrastes de
hipotesis, se propone un ejemplo, en el que de forma natural e intuitiva se
van a usar técnicas de resolucién de dichos problemas que posteriormente
se justificaran desde un punto de vista tedrico.

Este capitulo trata los contrastes paramétricos de una y dos mues-
tras, dejando para el tema siguiente los contrastes no paramétricos.

Ejemplo 4.1 El diametro de un individuo adulto de una especie
de Estrella de Mar en una regién surmediterranea
esta representado por una variable X con distri-
bucién N(u,1'3). Por estudios realizados en otras
zonas sobre animales de la misma especie se ha
estimado un didmetro medio de 7’4 cm. Interesa
estudiar si nuestra variable tiene el mismo com-
portamiento; es decir, si el didmetro 7’4 es valido
para la region surmediterranea. Estadisticamente
tendriamos que elegir entre:
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Hy:p=74 y Hy:u#T74

Hj se dice Hipotesis Nula, mientras que Hi es la
Hipotesis Alternativa.

Para decidir entre una u otra se selecciona una
muestra de 100 individuos y se analiza si la in-
formacion que ésta ofrece es compatible con Hy o
no.

Puesto que el parametro bajo estudio es la media
poblacional, 11, es l6gico utilizar en el proceso infe-
rencial su estimador ideal, esto es, la media mues-
tral, X. A partir de dicho estimador se establece
un criterio de decision: a groso modo, si la diferen-
cia entre X y 7'4 es grande habra que rechazar H,
actuando en sentido contrario si la diferencia es pe-
quena. Debido a que la media muestral en poblacio-
nes Normales tiene una distribucién N(u,o/v/n),
la variable

X 74
1'3/1/100

sigue una distribucién N(0,1), cuando Hy es cierta.

A partir de esta variable aleatoria se debe precisar
también lo que se entiende por diferencias grandes,
asi como, acotar la probabilidad de cometer errores
cuando se realice la toma de decisiones. Todo ello,
se ira analizando a lo largo del presente capitulo.

A continuacién, se define lo que se entiende por hipétesis estadisti-
ca y contraste de hipotesis, observando que en la literatura se pueden
encontrar sinénimos de este tultimo término tales como prueba estadisti-
ca, test de hipdtesis o docima.

1.1. Las Hipdtesis

Una hipdtesis estadistica es una afirmacion o conjetura sobre la
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distribucién de una o més variables aleatorias, o bien, sobre alguna ca-
racteristica de las mismas.

La hipétesis que se desea contrastar se denomina Hipdtesis Nula,
mientras que la que se acepta cuando la evidencia muestral esta clara-
mente en contra de ésta se denomina Hipdtesis Alternativa.

Si se quisiera contrastar la hipdtesis de que un cierto parametro
6 de una poblacién toma un valor dentro de una regiéon O siendo © el
campo de variacién de dicho parametro, la Hipdtesis Alternativa debe
contemplar que el pardmetro tome valores en una regién ©;.

Cuando los subconjuntos Oy y ©1 se componen de un tnico ele-
mento las hipdtesis correspondientes se denominan simples y, en caso
contrario, hipdtesis compuestas.

Se define contraste de hipdtesis como un procedimiento inferencial
consistente en rechazar o no, una hipétesis de tipo estadistico sobre una
poblacidn, teniendo en cuenta la Hipdtesis Alternativa y la evidencia ex-
perimental proporcionada por una muestra particular obtenida de dicha
poblacion.

En otras palabras, un contraste de hipdtesis supone una particién
del espacio muestral en dos regiones, regién de aceptacién y regién critica
o de rechazo, de forma que si la muestra considerada se encuentra dentro
de la regién critica se rechaza la Hipdtesis Nula, mientras que en el
caso contrario no se rechaza dicha hipdétesis al no existir evidencias para
rechazarlas.

Debe tenerse en cuenta que el no rechazo de la Hipétesis Nula no
supone ninguna garantia de la certeza de ésta, sino la falta de evidencia
en contra de su veracidad. Se podria asimilar la Hipotesis Nula a una
persona que esta siendo juzgada segin el principio de presuncién de
inocencia, de forma que sdélo se rechaza su inocencia, es decir, la Hipétesis
Nula, en caso de encontrar pruebas suficientes en contra.

A la vista de la definicién, se podria decir que un contraste es una
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regla de decisién, pero dado que a la hora de adoptar dicha decisién y, co-
mo se vera en el desarrollo del capitulo, no se estara a la misma distancia
de ambas hipétesis, sino que se dard mucho mayor crédito a la Hipdtesis
Nula, se trata méas bien de una regla de decisién—confirmacién. Por ello,
teniendo en cuenta el desequilibrio entre las hipdtesis, sélo se deberia
contrastar aquello sobre lo que se tuviera una justificada sospecha de su
certeza.

1.2. Clasificacion de los contrastes

Dependiendo del grado de conocimiento de la distribucién de la
poblacion bajo estudio, se distingue entre contrastes paramétricos y no
paramétricos. En el caso de que dicha distribucién sea conocida salvo
parametros, los tipos de contrastes que se realizan son del tipo paramétri-
co, siendo su objetivo intentar obtener informacion sobre los parametros
desconocidos de la distribucién de la poblacion bajo estudio. En el caso
de que dicha distribucién sea desconocida, los contrastes son de tipo no
paramétrico, siendo su objetivo intentar determinar alguna caracteristi-
ca de la poblacién o de la muestra bajo estudio.

Puesto que los contrastes paramétricos utilizan mas informacién
que los no paramétricos, ofrecen mejores resultados. Por ello, siempre
que sea posible se debe recurrir a los primeros.

1.2.1. Tipos de contraste sobre parametros

En primer lugar, se distingue entre contrastes con Hipétesis Nula
y Alternativa simples y aquellos que tienen alguna de estas hipdtesis
compuestas. En segundo lugar, dentro de estos tltimos, dependiendo de
la estructura de sus hipotesis, se distingue entre los siguientes tipos de
contrastes:

1. Contrastes bilaterales: en ellos se propone un valor puntual para
el parametro bajo estudio, de forma que se rechazara bien porque
la evidencia muestral lleve a decidir que el valor es mayor que el
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propuesto o bien que es menor. Formalmente:

Hy:0=20y
Hy:0+#6

2. Contrastes unilaterales: en ellos se propone que el valor del para-
metro se encuentre bien por debajo o bien por encima de un cierto
valor. Las dos situaciones se plantearian de la siguiente forma:

H():HZGO H()ZHSQQ
Hy:0 <6 Hi:0 >0

Se puede observar que en todos los casos el signo igual esta incluido en
la Hipétesis Nula, el motivo de ello se encuentra en el enfoque que se va
a utilizar para realizar el contraste.

2. Los errores de un contraste

A continuacion y relacionado con la cuestién anterior, se detallan
las consecuencias derivadas de la decision que se adopte sobre el rechazo
o no de la Hipdtesis Nula. Antes de ello, véase el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2 Imaginese que se quiere contrastar la hipétesis de
que un parametro de una poblacién toma exacta-
mente el valor 5, sobre lo cual se tienen fundadas
sospechas. Para ello, se dispone de una m.a.s. de
tamano 100 extraida de dicha poblacion, de forma
que la regla de decisién va a ser: si en la muestra
hay al menos 50 valores en el intervalo [4'75,5'25]
se admite la Hipétesis Nula y si no es asi se rechaza,
concluyendo que el valor del parametro es distinto
de 5.

Tal como estd planteado el contraste del ejemplo no viola ninguna
de las exigencias requeridas. Sin embargo, presenta ciertas carencias, la
principal de ellas es que no se puede dar ninguna medida que garantice
la bondad de la decision adoptada.
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2.1. Actuaciones asociadas a un contraste de hipdtesis

El cuadro siguiente refleja las repercusiones que se derivan de la
decisién que se adopte en la realizacion de un contraste:

Decision estadistica
No rechazar Hy Rechazar Hy
Estado Real Hj cierta Correcta FError tipo 1
de la cuestion Hj falsa Error tipo II Correcta

Trasladando a términos probabilisticos los resultados de las actua-
ciones se tiene:

P[Rechazar Hy/Hj cierta] = «, se denomina nivel de significacion
del contraste.

P[No rechazar Hy/Hy cierta] = 1 — «, denominado nivel de confianza.

P[Rechazar Hy/H, falsa] =1— (3, serd la potencia del contraste.

P[No rechazar Hy/Hy falsa] = (3, serd el riesgo del contraste.

Puesto que en la préactica no se sabra si la decision adoptada es
correcta o no, habra que elegir contrastes que minimicen las probabilida-
des de error de tipo I y II. Sin embargo, esto no es posible ya que dichas
probabilidades son, en cierto sentido, complementarias, ya que cuando
disminuye una aumenta la otra. Por ello, el criterio que se utiliza es el
de fijar el nivel de significacién, eligiendo de entre todos los test posibles
con ese nivel de significacion aquel que haga minimo el riesgo o, lo que
es lo mismo, maxima la potencia.

En general, la potencia del test dependera de la realidad de la
situacién, que serd desconocida, por lo que lo ideal serd utilizar, si es
que existe, el test denominado uniformemente mds potente, es decir,
aquel que se comporta mejor que el resto en cualquier situacion.

Por 1ultimo, la reduccién simultdnea de los dos errores, una vez
seleccionado el contraste a utilizar, sélo sera factible si se dispone de
una mayor informacién, es decir, si se aumenta el tamano de la muestra.

Ejemplo 4.3 Sea X una variable con distribucion Exponencial



Ejemplo 4.4

4.2 Los errores de un contraste

de parametro 0. Se desea contrastar

Hy:0=1
H1:9:2

Para realizar el contraste se toma como region de
aceptacion para una muestra de tamano 1 el inter-
valo [0,T). Los errores o y (3 vienen dados por:

a = P[Rechazar Hy/Hy ciertal
PX>T/0=1]
A emdr = 7T

y por tanto T' = — log o, mientras que

B = P[No rechazar Hy/H, falsa]
= P0<XLT/0=2]
= Jy loga ge—2z
= 1-— 62 log

con lo que la relacion entre las probabilidades que-
da B = 1 — a?, lo que significa que cuando uno
crece el otro decrece y viceversa.

Sea X una variable aleatoria que se distribuye
seguin N(u,1). Se desea realizar el contraste

Hy:p=0
Hy:p=3

La regla de decision que se va a utilizar es la si-
guiente: si una muestra de tamano 1 pertenece
al intervalo (—o0,2'575) no se rechaza Hy, en caso
contrario se rechaza. Se procede a calcular el nivel
de significacion y la potencia del test.

a = P[Rechazar Hy/Hy ciertal
= P[X > 2'575/u = 0]
= P[Z > 2'575] = 0/005

mientras que

87
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1—p08 = 1— P[No rechazar Hy/H, falsal
= 1-P[X < 2575/p = 3]
= 1— P[Z < —0/425] = 0/6646.

Ejemplo 4.5 Sien el ejemplo anterior se elige como region de
aceptacion (—3,2'69), entonces

a = P[(X<-3)U(X>269)/u=0]
= P[Z < 3]+ P[Z > 269]
— 00014 4 0/0036 = 0/005.

Es decir, el mismo nivel de significacion que en el
caso anterior, mientras que

1-38 = 1-P[-3<X <269/u=3]
= 1-P[-6<Z < —031] =06217.

Por tanto, si se ha de decidir entre los dos contras-
tes propuestos, puesto que el nivel de significacion
es el mismo, se elegira el primero al ser mas poten-
te.

3. El enfoque de Neyman—Pearson

El enfoque de Neyman—Pearson proporciona un procedimiento pa-
ra la obtencién de los test més potentes en el caso de que las hipétesis
consideradas (Nula y Alternativa) sean simples. Sin embargo, desgracia-
damente los resultados que se obtienen no siempre son éptimos, debido
a la complejidad de aplicaciéon del método.

3.1. Lema de Neyman—Pearson para hipotesis simples

Sea X una m.a.s. extraida de una poblaciéon cuya distribucion
depende de un pardmetro desconocido, 6. Para realizar el contraste

H029:90
H129:91

se considera la funcién de verosimilitud de la muestra, L(X, ), en cada
uno de los valores del parametro que proporciona cada hipétesis, es decir,
L(X,0p), en la Nula y L(X,0;) en la Alternativa. El lema de Neyman—
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Pearson dice que la regién

tal que

P[X € C/Hy] = «
es de maxima potencia para el contraste anterior, a un nivel de signifi-
cacién a.

Para determinar la constante K y con ella la regién critica, se
puede considerar el estadistico T'(X, 6y, 61), de manera que la regién
critica C' vendria dada por

C={XeQ|T(X,00,01) < Ki}.
Asi pues, conociendo « o la potencia del test, se tiene que
L(X, 6o)
a=P[Xe(C/H)] = P|———<-<K/H,
== P[T(X790791) SKI/HO]
La determinacion de la constante puede hacerse en cualquier momento
de la cadena de igualdades, aunque la determinacion de la distribucion
del estadistico T, como ya se comenté al principio, puede ser complicada.

Ejemplo 4.6 Se considera una m.a.s. de tamano n extraida de
una distribucion N(u, 1) y se desea realizar el con-

traste
HQ LU= 0
Hi:p=1
Para ello se obtiene el cociente de verosimilitudes
2
R S
L(z1,22,2n,0)  _ Vor® T R
L(z1,22,,2n,1) _(m—1)? _(zn—1)2
1 . ) L e 2
V2T V2T
n 2
_@
_ e 2
- — :l:l x?722?:1 z;tn
e 2
n . n
= e_ i=1 zit+ 2 s
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de forma que C' estara formada por los puntos que
verifiquen

n

e~ i Tty < K,

tomando logaritmos

luego

n
>

n n 2

v

Es decir, la regién critica es del tipo X > K.

4. Metodologia de Fisher para la realizacién de un
contraste paramétrico

El enfoque de Neyman—Pearson se basa en el conocimiento de
la distribucién del estadistico T'(X,0,61), pero no siempre se puede
conocer dicha distribucién. Para esos casos donde no es posible aplicar
Neyman—Pearson, se plantea una metodologia alternativa propuesta por
Fisher que parte del conocimiento de la estructura de probabilidad de
la poblacién bajo estudio y consta de los siguientes pasos:

1. Definir la Hipotesis Nula a contrastar sobre el pardmetro 6 objeto
de estudio, que puede concretarse en Hy : 8 = 6y, lo que determi-
nara la Hipdtesis Alternativa, Hy : 0 # 0.

A
2. Dar una medida, d(# (X), o), de la discrepancia entre la evidencia

A
muestral, X, representada por el estimador de 6, § (X) y Ho, de
tal forma que d tenga una distribucién conocida cuando Hj sea
cierta.

A
3. Tomar una muestra, obtener la estimacién del pardmetro, § (z), y
A
calcular dy = d(6 (z), 6o).
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4. Sidy es muy grande, es decir, si Pld > dy] es muy pequena, menor
que «, se rechaza Hy, mientras que si P[d > dy] > «, no se rechaza
Hy.

La expresion concreta de d depende del criterio o, como dice Fis-
her, de la imaginacién del investigador. Asi, el propio Fisher propone
como medidas:

A
1. d=¢ -0
A
2. d=]6 -0
A
3. d= (9 —bo)*
60
4. d= \/TS
N
0
AN 9 2
5. d = (9;20) — X3, si el estimador utilizado es de méxima verosi-
AN
militud.”

Al igual que en el enfoque anterior, el nivel de significacién es el
que determina la region de aceptacion y la de rechazo, para lo que se
calcula el valor d., tal que

P[d> dc/Ho] =«

de forma que si dy > d. se rechaza la Hipd6tesis Nula, no rechazandose
en caso contrario.

A la probabilidad
p= P[d > do/Ho]

se le llama nivel critico o p-valor (p-value) del contraste. Cuando p > «
no se rechaza Hy mientras que cuando p < « se rechaza, ademas, el
nivel critico proporciona una informacion adicional de las garantias con
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las que se rechaza o no la Hipétesis Nula. Asi, si p estd proximo a « hay
que ser mas prudente en la decisién que se adopte, pudiendo recurrirse,
si fuera posible, a conseguir més informacion tomando més elementos
muestrales o una nueva muestra. En cambio si p es mucho mas pequeno
o mucho méas grande que «, la decision adoptada estard més respaldada.

Ejemplo 4.7 Se considera una poblacién N(u,1) de la que se
extrae una m.a.s. de tamafno 16 para realizar el
contraste

Hy:p#1

de forma que T = 1'5. Se supone o = 0/05.

{Hoiuzl

Como medida de la discrepancia se toma:
X —p
o//n

es decir, se estiman las diferencias en valor absolu-

d(X) =

to. Para calcular el punto critico, puesto que f/\_/%
sigue una distribucién N(0, 1), se tiene que;

Pld>d)=a < Pl-d.<Z<d]=005.

Buscando en las tablas resulta que d. = 1'96. Por
otra parte, se tiene que

15-1| _

1/v/16

por lo que se esta dentro de la region critica. Es
decir, hay que admitir que la media de la poblacion

es distinta de uno, para un nivel de significacién de
0'05.

do

El nivel critico del test es igual a
P[|Z| > 2] = 2P[Z > 2] = 0/046.

Por tanto, hay que mostrar ciertas reservas en la
decisién tomada ya que 0’046 estd muy préximo a
0'05.
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Con los mismos datos del ejemplo anterior, se su-
pone que la desviacion tipica de la poblacion es
desconocida y que S,, = 1’2, desedndose realizar el
contraste

Hg:,ugl
Hy:p>1.

Ahora preocupa el comportamiento en los valores
del parametro a la derecha de uno, donde debe con-
centrarse la region critica. Como medida de la dis-
crepancia se toma

Al ser d ~ t,_1, el punto critico viene dado por
P[d > dc/Ho] =0 <= P[t15 > dc/Ho] = 0/05,
buscando en las tablas se encuentra que
d. = 1'7531.
Puesto que
1’5 -1
dO = —
12//15

debe rechazarse Hy y concluir que la media de la
poblacién es mayor que uno para un nivel de sig-
nificacién de 0/05.

1'94

El nivel critico viene dado por

P[t15 > 1/94] = 0036.

5. Contraste de la razén de verosimilitudes

En el apartado anterior, se hablé de una metodologia basada en
una medida de la discrepancia definida en términos de la diferencia entre
el valor asignado al parametro en la Hipdtesis Nula y el que se obtiene
a partir de un estimador del mismo. En esta ocasién, se propone un
método alternativo donde la medida de la discrepancia se basa en la
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comparacién del maximo de la funcion de verosimilitud evaluada en la
Hipétesis Nula y el maximo absoluto de la misma. Dicha metodologia
se llama método de razon de verosimilitudes.

Dada una poblacién representada por la variable X cuya distribu-
ciéon depende de un pardmetro 6, se desea contrastar

Hy:0 €0
H1:0€@1

con © = Oy U O5.

Para realizar el contraste se toma una m.a.s., X, y se calcula
gnfé)x L(X.,0)
ANX)= &S0
(X) max L(X, 6)
0cO

Se puede comprobar que

1. 0<A<1

A
2. Si existe el estimador maximo—verosimil, §, entonces

max L(X, 0)
_ [ISCN)

A(X) ,
L(X,0)

Una vez calculado A\(X) el desarrollo del test es muy intuitivo; asi, se
busca un numero k € (0,1), tal que si AN(X) < k se rechaza Hj. La
desigualdad A\(X) < k determina una regién C en el espacio muestral,
tal que si z € C se rechaza Hy, no rechazandose en caso contrario. Para
calcular el valor de k, fijado un nivel de significacion «, se procede como
sigue

P[X € C/ € ©y] = PI\N(X) < k/6 € O] < a.

Sélo se tiene garantizado que el valor de k queda univocamente deter-
minado cuando la Hipdtesis Nula es simple.

Como consecuencias intuitivas del contraste, se tiene que:
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1. Si se verifica que A(z) = 1 > k entonces no hay evidencias para
rechazar Hy.

2. El no rechazar Hy depende, en primer lugar, de lo préximo que se
encuentre Og del estimador maximo—verosimil, caso de existir, y
en segundo lugar, de la curvatura de la funcién de verosimilitud,
de forma que cuando dicha curvatura es muy pequena resulta mas
dificil rechazar Hy, haciéndose menor la capacidad de discrimina-
cién de \(X).

En el caso de Hipétesis Nula simple frente a Alternativa simple,
el contraste de la razon de verosimilitudes coincide con el de Neyman—
Pearson. Ademds, si existe un estadistico suficiente para el parametro, el
contraste de la razon de verosimilitudes es funcién de dicho estadistico.

Ejemplo 4.9 Sea una poblacién N(u,1). Se quiere realizar el
contraste

Hg:,u,:1
Hi:p#1

a través del método de razon de verosimilitudes.
Para ello se toma una muestra de tamano n y se
fija el nivel de significacién a.

Puesto que el maximo del parametro para la fun-
cién de Verosimilitlkd se alcanza en el estimador
maximo—verosimil, Hpry= X, y la Hipdtesis Nula
solo contiene el valor p = 1 del parametro, la razén
de verosimilitudes viene dada por

( 1 )" i (X2
- e 2
)\(K) — \/27T ——

( 1 )n _Z?ZI(X,L—X)
V2T

por lo que operando se tiene que

_ n(lfi)2

AX) = e

La region critica del contraste viene dada por
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_n(1=x)2

e 2 < k
donde el valor de k se obtiene imponiendo que
PINX) <Ek/Hy = «

es decir, tomando logaritmos

~2(1-X)* < logk

(1-X)? > 2log k
1-X| > y/2logk =K.

Puesto que bajo Hy se verifica que X ~ N(1, ﬁ),
se tiene que fijando o = 0'05,
005 = P[NX)<k/Ho|=P[]1 - X|>K/Hy|
= P[X<1- K/Ho+P[X>1+ K/H)
= P[Z<—\/nK|+P[Z>/nK]

y por la simetria de la Normal
P[Z < —y/nK] = 0025
P[Z > /nK] = 0025
de donde /nK = 1’96, suponiendo que n = 100,
K = 0'196, quedando la regién critica como:
R. = {Xe€Q|X -1 >0196}
o lo que es lo mismo, la region de aceptacion seria

R, : 0804 < X < 1'196.
6. Contrastes en poblaciones Normales

El procedimiento que se sigue para realizar los contrastes es el de
aplicar si es factible el Lema de Neyman—Pearson. En los casos que ello
no sea posible, se aplica el Contraste de la Razoén de Verosimilitudes
y si tampoco esto fuera posible, se aplica la Metodologia de Fisher. No
obstante, en poblaciones Normales los contrastes coinciden en la mayoria
de los casos, sea cual sea el método que se utilice.
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6.1. Contrastes sobre una poblacion

Sea una m.a.s, X, extraida de una poblacién N(u, o). La tabla 4.3
proporciona las regiones criticas en funcién de las distintas situaciones
que se pueden presentar.

6.2. Contrastes sobre dos poblaciones

En primer lugar, habria que distinguir si las muestras son extraidas
de poblaciones Normales independientes o por el contrario, se trata de
muestras apareadas.

Supéngase X1, X, -+, Xy, v Y1,Ys,---,Y,, dos m.a.s. extraidas
de dos poblaciones independientes, N(ui,01) y N(u2,02), respectiva-
mente. La tabla 4.4 proporciona las regiones criticas en funcién de las
distintas situaciones que se pueden presentar.

Cuando las dos m.a.s., X1, Xs, -+, X, e Y1,Ys,---.Y,,, extraidas
de dos poblaciones N (u1,01) y N(u2,02), respectivamente, son aparea-
das, se considera la muestra de las diferencias y se aplican los contrastes
para una poblacién.

7. Contrastes para la proporcién

Para tamafnios muestrales grandes se puede aplicar una variante
del Teorema de Linderberg—Levy, que garantiza la convergencia de la
Binomial a la Normal, obteniéndose los contrastes para la proporcién o
para la diferencia de proporciones.

7.1. Contrastes sobre una poblacién
Tomando como estimador del pardmetro p de la Binomial la pro-

porcién muestral p, basado en una muestra de tamano n, se obtienen los
contrastes de la tabla 4.1.
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7.2. Contrastes sobre dos poblaciones

Tomando como estimadores de los pardmetros p; y p2 de dos po-
blaciones Binomiales las respectivas proporciones muestrales, p; y po,
basados en muestras de tamanos n; y ng, se obtienen los contrastes de
la tabla 4.2.

8. Ejercicios propuestos

4.1. El dueno de una fabrica sostiene que su producto tiene una
vida media de 10 anos. Para comprobar tal afirmaciéon se toma una
muestra de 120 productos comprobandose que su vida media habia sido
de 9’6 anos y su desviacién tipica de 1’2 anos.

a) ;Qué se puede decir de la afirmacién del fabricante, su-
puesto que sus productos siguen una distribucién Normal, con un nivel
de confianza del 95 %?

b) ;Cémo se veria afectada la conclusién anterior si la des-
viacién tipica hubiese sido de 1’57

4.2. Se sabe que el promedio de las calificaciones de los estu-
diantes en la asignatura de Estadistica en los tdltimos dos anos ha sido
de 5'6. Tras tomar una m.a.s. de 30 estudiantes del presente curso, se
obtuvo un promedio de 6’4 y una desviacién tipica de 1’25. Suponiendo
que se distribuyen normalmente, ;se puede afirmar que los alumnos de
este afio obtuvieron calificaciones por encima de lo habitual?

4.3. Sea X una variable aleatoria distribuida segin una N (u, 3).
A partir de la muestra 6,7,8,3,5,6,7,8,9,1,7,6,3,8,9,7, contraste, con
un nivel de significacién de 0’05, la hipétesis de que la media real sea 5.

4.4. Durante 100 anos la desviacion tipica de las temperaturas
anuales maximas de una ciudad ha sido de 16°F. Pero en los ultimos 12
anos se estuvo tomando la temperatura maxima los dias uno de cada
mes y dio una desviacién tipica de 10°F. Supuesto que la temperatura
se distribuya normalmente, jse puede afirmar con un 95 % de fiabilidad
que la variabilidad de las temperaturas ha disminuido?
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4.5. El fabricante de un determinado aparato de medida garan-
tiza que éste tiene una desviacién tipica de 025 unidades. Transcurrido
un periodo de 9 meses, una muestra de 20 medidas proporcioné una
desviacion tipica de 0’32 unidades. ;Puede afirmarse con un nivel de
significacién del 5% que el aparato de medida esté estropeado? ;Y con
un 1% de significacién?

4.6. Para averiguar si difieren los niveles de una determinada
sustancia quimica en dos grupos de personas, se toman muestras con los
siguientes resultados:

Muestra | n | X | S
Vitaminas | 31 | 8’5 | 5’5
Normal | 25|48 | 5’1

Suponiendo normalidad, contraste tal hipdtesis a un nivel de significa-
cién de 0'05.

4.7. Se pretende estudiar si existe diferencia, en lo que a eficacia
se refiere, entre el paracetamol y un nuevo producto, Y, en el alivio
de determinados sintomas. Para ello, se seleccioné dos grupos de 10
y 16 personas y se midié el tiempo medio que tardaban los enfermos
en sentirse bien. Los resultados indicaron que mientras el primer grupo
tardaba 15’8 minutos de media con una desviacion tipica de 7’8 minutos,
el segundo lo hacia en 13’2 minutos de media y desviacion tipica de 6’6
minutos. Si se supone normalidad en ambos casos, realice el contraste
adecuado para un nivel de significacién de 0'05.

4.8. De dos poblaciones Normales se extraen dos muestras alea-
torias X e Y, de tamano 121 y 41 y cuasivarianzas muestrales 70’2 y
76’8, respectivamente. Realice un contraste para averiguar si existen evi-
dencias para pensar que las dos muestras procedan de poblaciones con
varianza diferente, a un nivel de significacién del 10 %.

4.9. Se sabe que ciertas piezas de una maquina tienen una vida
media de 1940 horas. Al variar uno de sus componentes se observa que
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una muestra de 100 piezas ha dado una duracién media de 2000 horas
y una desviacién tipica de 150 horas. ;Se puede afirmar a un nivel de
significaciéon del 10% que el componente modificado ha supuesto un
cambio significativo en la duracién media de las piezas?

4.10. En una encuesta realizada a 200 habitantes de una pobla-
cién A, 95 personas afirmaban que preferian la playa a la montafa para
pasar la vacaciones. La misma encuesta realizada a 150 habitantes de
otra poblacién B, dio como resultado que 100 personas preferian ir a la
playa. ; Puede pensarse que los habitantes de la poblacién B son mas afi-
cionados a la playa que los de la poblaciéon A7 Contrastese dicha hipotesis
al 99 %.

4.11. Con el propédsito de saber si debe poner neumaticos dife-
rentes en los trenes delanteros (D) y traseros (T) de sus vehiculos, un
fabricante ha medido el desgaste producido en 20 de ellos después de
15000 Kms, obteniendo los siguientes resultados:

D‘23’4 217 18 23/2 16’8 19’1 18’7 19’8 25 21’5
T‘22’8 24’9 18 22/7 22'3 18’3 22’1 23’9 174 19

a) Suponiendo normalidad, ;confirman los datos, con un
nivel de significacién de 0'05, la hipdtesis de que el desgaste medio en el
tren delantero es de 21 unidades?

b) (Se puede afirmar que los neumadticos sufren el mismo
desgaste en los dos trenes?

4.12. El nimero de defectos congénitos de una poblacién se dis-
tribuye segiin una Poisson de parametro A. Se pretende realizar el con-
traste

Hy: A\=03
Hiy:A=072

para lo que se toma una muestra aleatoria de 100 individuos de la po-
blacion. Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

Defectuosos‘ 0 1 2 3 4 5
Frecuencias ‘ 84 9 3 2 1 1
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A la vista de tales resultados, jqué conclusién puede obtenerse con un
nivel de significacién del 0'0257

4.13. Se sabe que el porcentaje de curacién espontanea de una de-
terminada enfermedad es del 30 %. Para asegurar la eficacia de un nuevo
tratamiento se selecciona aleatoriamente una muestra de 100 enfermos
v se les somete a tal tratamiento, obteniéndose que el porcentaje de per-
sonas curadas fue del 45 %. ;Se puede afirmar la eficacia del mencionado
tratamiento con una confianza del 95 %?

4.14. En un estudio realizado sobre las tendencias de los fumado-
res se seleccioné de manera aleatoria una muestra de 400 hombres de los
cuales 190 eran fumadores y otra muestra aleatoria de 800 mujeres, de
las que fumaban 300. ;Se puede afirmar que la proporciéon de fumadores
es la misma en hombres que en mujeres con una confianza del 90 %7

4.15. A partir de una m.a.s. de tamano 36 extraida de una po-
blacién Normal con desviacién tipica 5 se desea realizar el siguiente
contraste:

Hy:p=14
{ H 1 0= 17

Aplicando la regla de decisién,

si ¥ <15 no se rechaza Hy
si T > 15 serechaza Hy

a) Calcule el nivel de significacién, «.
b) Obtenga la probabilidad de cometer un error del tipo II.
c) Calcule la potencia del contraste.

4.16. Una determinada empresa le propone al director de una
fabrica un nuevo método que, supuestamente, reduce el tiempo empleado
en el montaje de uno de sus productos. Con el propédsito de comparar
tal método con el empleado habitualmente, seleccioné aleatoriamente a
siete de sus empleados para que llevasen a cabo el montaje con los dos
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sistemas y anotd los tiempos empleados en el montaje, obteniendo los
siguientes resultados:

Trabajador |1 2 3 4 5 6 7
Método habitual | 38 32 41 35 42 32 45
Método nuevo 30 32 34 37 35 26 38

Supuesto que el tiempo de montaje sigue una distribucién Normal,
.se puede afirmar que efectivamente el nuevo método reduce el tiempo
en mas de dos minutos?
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Tablas de contraste

4.9 Tablas de contrastes de hipdtesis

s de hipétesis

Hipdtesis Regién Critica
{Z(l) g:gg p—pol = Z1-2 13(17;13)
{o2m| somezyms
R PPN =

Tabla 4.1: Contrastes sobre la proporcion

Hipdtesis Regién Critica

{g(l) gi ;53 [p1 — po| > Zl_%\/@(};ﬁl) T ﬁa(gm)
{g(l) gi zg; pr—p2< Zi-g \/ﬁl(zﬁl) + 132(}1?32)
{g(l) 21;1 igi pr—pP2 2 Z1-g \/ﬁl(zﬁl) + 132(}1;132)

Tabla 4.2: Contrastes sobre dos proporciones

103
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Hipétesis Estadistico Regién critica

Contrastes sobre p con ¢ conocida

Ho: p=po 5

Hy: p# o Z:%\/ﬁ ~ N(0,1) ]Z]zZl_%

Hoy: p=po

Hy : < o 7 < —Zi_qa
{Ho D= o

Hy: p>po AP A

Contrastes sobre i con ¢ desconocida

{Ho D= fio P

Hi:p#p | t="5Vn ~ [t] > th-1,1-a
{Ho S = o

Hy: p<po t< ~th-11-a
{Ho D= o

Hy: p>po t>th-11-a

2

Contrastes sobre ¢° con i conocida

2 2
Hy : 2 o X" <x n,5 U
2 ; 2 2 2
oy X°=—72 ~ Xn X" 2 X ni-g

RNl
DO N
)
3
'F(Q

2 2

A
Q
[en)

2 2

Il
Q
(en)

g
g
g
. 2 2 2 2
Hl.O' o) XSXn,a
g
g

2 2 9 _ o (@i—p)? 2 2
SM - IT X > X n,l—a

2

Contrastes sobre ¢“ con p desconocida

90

2

.2 2 2 _ nS? 2 2 2
Hy: o # 0} X"=" ~ Xn-1 X" Z Xp-11-2
Hy: o° =0}

.2 2 2 2
Hy: 0° <o} X< X'n-1,a
Hy: o* = o}

. 2 2 2 2
Hy: 0% >0 X ZXn—l,l—oa

{Ho . 0% = o} Y < X2n_17% u

Tabla 4.3: Contrastes sobre una poblacién Normal
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Hipotesis

Estadistico

Regién critica

Diferencias de medias con varianzas conocidas

HO: /‘1’1_#2:50 i,_y_d
Hll /,Ll—,ug#(;o Z:TO'OQ ~ N(O,l) ‘Z|ZZl_%
NS
HO:Ml_N2:5O ”1+2
Hy oy —p2 < do Z < —Z1-a
Ho: p—p2 =9do
leul—,u2>50 Z 2> Zi—a
Diferencias de medias con varianzas desconocidas e iguales
Ho: p1—p2 =do =
T—Y—6
{Hl Do —pe # 0| t= s 1] = tny4ny—21-2
Ho: piy — po = do \/nlsfn2§2 <L+L>
{H1 Dopr — p2 < do t< —tpni4ns—21-a
{Hoi p — p2 = 0o
Hy: py—p2 > do bt~ tnyyn,—2 2> th4ne—2,1-a
Diferencias de medias con varianzas desconocidas y distintas
Ho: p1—p2 =9do X_ Vs
{Hl P pp Fb| P T~ b [t >ty
LI
Ho: p1 — p2 = do N
Hy @ opy — pa < do (301 Sﬂz) t< ~ty1-a
ny no
{H01M1—M2=50V: s2\° s2\7 , -2
H1 Dol — 2 > (50 ny nlJrl+ no ng+1 t > tu,l—a
Igualdad de varianzas con medias desconocidas
HO : 0’2 = 0’% 52 fﬁfn1,17n2,17% U
Hl L 01 # 09 f - Sé; fnl—l,ng—l fzfnl—l,ng—l,l—%
Hy: o} =03
H,: o? < o3 F<Fui-1ns-1,a
Hy: o} =03
Hy: o?> 0% F>Fni-1na—1,1-a

Tabla 4.4: Contrastes sobre dos poblaciones Normales independientes
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Capitulo 5

Contrastes no paramétricos

1. Introduccion

En este capitulo, bajo el titulo comin de contrastes no paramé-
tricos, se abordan una serie de técnicas inferenciales bien diferenciadas
que permiten resolver problemas de diversa indole. En primer lugar, se
tratan los tests que garantizan la calidad de la informacién muestral. En
segundo lugar, se estudia si la poblacién se adapta a alguna estructura
de probabilidad conocida, con especial atencién al caso de la Normal. La
situacién de no normalidad obligard a la aplicacion de los contrastes no
paramétricos sobre valores de pardmetros o sobre medidas de posicién,
centralizacién, etc.

En el capitulo anterior, se comenté que lo ideal es utilizar con-
trastes paramétricos siempre que sea posible, puesto que si se conoce la
distribucién de probabilidad, se consiguen mejores resultados incorpo-
rando esta informacion en la construccién del test. En el caso de que
no se disponga de dicha informacién, se recurre a métodos alternativos
basados exclusivamente en la informacién que proporciona la muestra,
como el andlisis de signos, el andlisis de rangos, la funcién de distribucién
empirica, etc.

El no cumplimiento de alguna de las hipdtesis a la hora de realizar
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un contraste paramétrico tiene incidencias diversas. Por ejemplo, si falla
el supuesto de normalidad al realizar un contraste sobre la media, pero la
muestra es grande, el Teorema Central del Limite garantiza que la media
muestral es asintéticamente Normal y por tanto podria aplicarse el con-
traste paramétrico. Sin embargo, en un contraste de igualdad de medias
donde las varianzas de las poblaciones sean distintas y haya problemas
de normalidad, es conveniente recurrir a la alternativa no paramétrica;
con mas motivo si los tamafios muestrales son muy distintos.

El concepto que subyace en el parrafo anterior se conoce en la
terminologia estadistica como Robustez. Formalmente, un procedimien-
to se dice robusto si es “aproximadamente” valido cuando se producen
desviaciones respecto a los supuestos que se exigen en su aplicacion.
En general los contrastes paramétricos para poblaciones Normales son
robustos frente a desviaciones de normalidad y no tanto frente a des-
viaciones de homocedasticidad (igualdad de varianzas); en todo caso,
es deseable trabajar con problemas equilibrados, esto es, con tamanos
muestrales parecidos.

Como se ha venido comentando, la muestra es la materia prima
que hace posible la realizacion del estudio inferencial. De su calidad de-
penderd la bondad de los resultados que se puedan ofrecer, de forma. que
una muestra con sesgos, falta de representatividad, dependencia entre
sus valores, presencia de valores anémalos, etc., condicionara las conclu-
siones de la investigacion, hasta el punto de distorsionar totalmente la
realidad del universo que se pretende estudiar. En definitiva, el proceso
inferencial es muy sensible a los desajustes provocados por la utilizacion
de una muestra contaminada.

De los posibles problemas que puede presentar una muestra, al-
gunos son soslayables, mientras que otros obligan a prescindir de ella y
a realizar un nuevo diseno y una posterior extraccién de las unidades
muestrales. Entre los primeros se encuentra la presencia en la muestra
de wvalores andmalos, extranos o en la terminologia anglosajona “out-
liers”, mientras que entre los segundos, el mas usual es el de la falta de
aleatoriedad de los datos.



5.2 Anélisis de la calidad de la muestra 109

De esta forma, los test no paramétricos ademas de permitir es-
tudiar una poblacién cuando se desconoce la distribuciéon de la misma,
tiene otra utilidad como es la de comprobar que las hipdtesis exigidas
para llevar a cabo un contraste paramétrico realmente son satisfechas.

2. Analisis de la calidad de la muestra

2.1. Test de rachas

El test de rachas es un contraste de aleatoriedad basado exclusi-
vamente en el andlisis de los signos. A modo de introduccién, se supone
la siguiente situacion:

Ejemplo 5.1 En dos colas de un multicines se encuentra la si-
guiente ordenacion de hombres (H) y mujeres (M):

Colal:H HHHHHMMMMMM
Cola2: HMHMHMHMHMHM

La pregunta que se hace es, jllegaron cada una de
las personas de forma independiente a la cola, o
vinieron en grupos?

La respuesta para un observador avispado parece
obvia, en el primer caso da la impresion de que
se trata de dos grupos, uno de cada sexo, mientras
que en el segundo todo parece indicar que aparecen
varias parejas.

En situaciones no tan extremas cabe preguntarse si se da o no
la independencia y para contestar a esta cuestion se utiliza el test de
rachas.

En primer lugar, se supone una muestra dada en el orden de ex-
traccién. Nétese que el orden de extraccion es fundamental, puesto que
los problemas de aleatoriedad se derivan del hecho de muestrear indivi-
duos que son vecinos en algtn sentido: fisico, temporal, etc. Se denomina
racha a una sucesién de uno o mas elementos de un mismo tipo, llamese
A, que esta seguida y precedida por un elemento de otro tipo, llamese
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B. Se cuenta el nimero de rachas, Rezp, y, @ continuacién, el nimero de
elementos de cada tipo: n; los de tipo A y ne los de tipo B.

La region critica del test viene dada por
R : {Remp < Rnl,ng,%} U {Re:cp > Rnl,ng,l—%}

donde los valores criticos Rm’m,% y Rm’nz,l_% vienen dados en la ta-
bla A.21. Nétese que este test rechaza la hipétesis de independencia
cuando el nimero de rachas es pequeno o cuando éste es muy grande

(aparicién de ciclicidad).

Ejemplo 5.2 En el ejemplo anterior aparecen dos rachas en la
Cola 1 y doce rachas en la Cola 2. Para un nivel de
significacién del 5 %, la tabla A.21 proporciona los
valores criticos del test tanto en el caso de la Cola
1 como la Cola 2, siendo éstos 3 y 11. Por tanto,
se rechaza la hipdtesis de aleatoriedad en ambos
€asos.

Cuando, como ocurre en la mayoria de los casos, los datos son
numéricos, la forma de determinar los elementos de ambos tipos es cal-
cular la mediana y asignar simbolos distintos en funcién de que el dato
en cuestion, en su orden inicial, esté por encima o por debajo de dicha
mediana, elimindndose los valores que coincidan con ésta.

Ejemplo 5.3 Supodngase la muestra

1000 1170 10’8 103 96 9’8 93
112 10’7 10’5 10’4 99 12 10.
La mediana vale 10’35, al asignar — a los valores

que se encuentran por debajo de la mediana y + a
los que estan por encima, resulta

101 11 108 103 96 98 93
+ + + + - + -

112 10’7 10’5 10’4 99 12 101
de donde ny =7, ny =7y Reyp = 7. Segtin la ta-



5.2 Anélisis de la calidad de la muestra 111

bla A21, R77770/025 =3 y R77770/975 = 12, por Io que
no se puede rechazar la hipétesis de aleatoriedad de
la muestra para el nivel dado.

2.2. Contraste de autocorrelacion

Cuando los datos vienen dados en una secuencia temporal es po-
sible que se produzca algtin tipo de relacién, de forma que los anteriores
influyan sobre los posteriores; este concepto se conoce como autocorrela-
cion. La autocorrelacién puede tener diferentes grados de diferimiento,
distinguiéndose entre el de una etapa, de dos etapas, etc. En el de una
etapa, cada medicion influye sobre la inmediatamente siguiente, el de
dos etapas sobre la que se encuentra situada dos posiciones después de
ella, y asi sucesivamente.

Para estudiar este problema se parte de la realizacion muestral
T1,T9, -+, Tyn, y se considera la distribucién bidimensional

(1"1?:52)’ ("EQ, 133), ) (mnfla‘fn)a

estimandose su correlacién por

En general para estudiar la autocorrelacion de orden £ se considera
la distribucién

(iUl, xk—‘rl); (372, $k+2)7 Y (xn—k) xn)7

estimandose su correlaciéon por

n

> (@i —B) (@i —T)
i=k+1

> (- 2)?

=1
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La hipédtesis a contrastar en el caso general es

Hp: Se da la independencia lineal de orden k
H; : Existe una correlacién de orden k

Cuando la Hipédtesis Nula es cierta, se sabe que
Tk ~ N(O7 1/\/’5)7 Vkv
viniendo dada la regién critica por

Zi_a
|7’k‘ Z 2 .

NLD

Para contrastar, de forma global, la existencia de autocorrelacién
en los m primeros 6rdenes, Ljung y Box dieron un test, cuyo estadistico
de contraste viene dado por

2
Tk
n—=k’

Qexp = n(n + 2) Z
k=1

que bajo la hipotesis de inexistencia de autocorrelaciéon se distribuye
segin una Y2, ;, viniendo dada, en este caso, la regién critica por

Qea}p Z X?n—l,a’
Ejemplo 5.4 El PIB (billones de ptas.) de un cierto pais en los
ultimos anos ha sido

Ano ‘75 76 77 78 79 80 81 82 83 84
PIB‘IS 14 18 21 22 19 20 23 27 30

Haciendo los calculos oportunos los dos primeros
coeficientes de autocorrelacién resultan r1 = 0’89
v 1o = 0’53, mientras que el valor critico para un
nivel a = 005 es igual a 1'96/y/10 = 0'62, por
lo que se rechaza, para el nivel fijado, la hipotesis
de independencia lineal de primer orden, pero se
admite la de segundo.



5.2 Anélisis de la calidad de la muestra 113

En cuanto a la independencia global de los dos pri-
meros ordenes, se tiene que

/02 /592
Qexp = 10-12 (70 29 + 053 %3 )
1477,

estando situado el valor critico para un o = 0/05
en X% 095 = 3/841, con lo que se rechaza, para ese
nivel, la hipétesis de incorrelacién global.

2.3. Test de valores atipicos

En la hipdétesis de normalidad se puede estudiar la presencia de
valores atipicos en una muestra X atendiendo al tamano n de la misma.
Para muestras pequenas en las que se sospecha la presencia de un valor
atipico, se recurre a la desviacion maxima estudentizada,

Xi—X
Se

dpy = max ,
7

cuyos valores criticos més importantes se dan en la siguiente tabla

n 5 6 7 8 9 10 12 15 20
a=005 171 1’89 202 213 221 229 241 255 2’71
a=001 176 197 214 228 238 248 263 2’81 3’00

Se considera que existe un valor atipico o heterogéneo respecto a los
demas cuando d,, > d, . Teniendo en cuenta la expresién del estadistico
dpm, se observa que este valor coincide con el maximo (o minimo) de la
muestra.

Para estudiar la presencia simultanea de varios valores atipicos en
muestras de mayor tamarfo, se recurre al coeficiente de apuntamiento,
viniendo éste dado por
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Los valores criticos para algunos valores de n se dan a continuacion,

n 5 10 15 20 25 50 75 100 200 500
a=005 29 39 41 41 40 399 387 377 357 337
a=001 31 48 51 52 50 48 4’59 439 398 36

Se admite la presencia de valores atipicos cuando el apuntamiento de la
distribucién sea significativamente mayor que el de la Normal. La regién
critica vendria dada por

Re: g2 2 gnia-
Cuando n es muy grande, se recurre a

go—3

V24/n

Ejemplo 5.5 Para comprobar si en la muestra,

~ N(0,1).

2,3,5,1,7,2,12,4,6,8,20,4,5,7, 1

existen valores atipicos, se calcula su coeficiente de
apuntamiento, resultando que go = 4’45. Para el
valor de a = 0/05 y dado el tamano de la muestra,
n = 15, el valor critico es igual a 41, con lo que se
admite la presencia de valores atipicos.

3. Analisis de la estructura de la poblacién

En esta seccion se engloban a aquellos test que justifican el ajuste
de los datos a modelos tedricos o a distribuciones conocidas, lo que
permitird la utilizaciéon de métodos paramétricos en la contrastacién de
parametros. Se dedicard especial atencion al caso de la Normal, para la
que se ofrecen test especificos.

3.1. Test de bondad de ajuste de la Chi—cuadrado

Este test, que puede denominarse de amplio espectro por la mul-
titud de situaciones a las que se puede aplicar, estd indicado cuando los
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valores muestrales puedan clasificarse en clases, lo que ocurre directa-
mente en el caso de variables discretas, o bien para variables continuas,
previa agrupacion de los valores en intervalos.

Supoéngase un atributo o una variable que toma valores que pueden
englobarse en las clases C1,Co, - - -, C}, de forma que para una muestra

de tamano n las frecuencias observadas en cada clase vienen dadas por
k

ny,Ng, -+, Ng, CON Z n; = n. Se desea contrastar la hipétesis de que las

clases A; ocurran con probabilidad p;,, es decir

Hy: Vi p;i=pi
Hl : i Di #pzo

Para cada valor observado, n;, se calcula su correspondiente valor
esperado como FE; = np;. El estadistico de contraste o experimental viene
dado por

k 2
(n: — Fy)
XEMD:Z : E. Z )
i=1 ¢

quedando la regién critica como

N2 2
Rc . Xea:p > Xk—p—l,l—a’

donde p es el namero de parametros que se han de estimar para el calculo
de las probabilidades.

El test tiene varias restricciones, a saber:

1. min F; > 3. Cuando esto no se verifica es necesario agrupar clases
1

para conseguir que se cumpla la restriccion.

2. Cuando k < 4 se debe aplicar al estadistico la correccién de Yates

k /=\2
2 _ o (ni — Ei| = 0'5)
Xexp_z E’L .

=1
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En los ejemplos que siguen se pueden apreciar los distintos campos
de aplicacién de este contraste.

1. Para ajustar una distribuciéon Uniforme discreta.

Ejemplo 5.6 Para contrastar que un dado es honrado lo
lanzamos 60 veces, obteniendo los siguientes
resultados

zi|1 2 3 4 5 6
ni |7 12 10 11 8 12

La hipdtesis a contrastar es que p; = 1/6, Vi,
con lo que se tiene que E; = 60(1/6) = 10, Vi,
resultando el estadistico experimental

7—10)2 12—10)2 10—10)2
Xy = g+ gt 0

0 1 1
(11-10)? | (8—10)2 | (12—10)%2 _
0 T 10 T 10 =212.

Para un nivel a = 0/05, puesto que no se ha
estimado ningin parametro, el valor critico
para el test es igual a X2 595 = 1107, por lo
que, para dicho nivel de’signiﬁcacién, no se
rechaza que el dado es honrado.

2. Para ajustar una distribucién de Poisson.

Ejemplo 5.7 Durante la Segunda guerra mundial los ale-
manes bombardearon en diversas ocasiones
Londres. Al objeto de analizar si los bom-
bardeos eran indiscriminados o se hacian con
intencién, se procedio a dividir la ciudad en
cuadriculas y a contar el niimero de impac-
tos en cada una de ellas. Los resultados se
recogen en la siguiente tabla
Impactos ‘ 0 1 2 345
Nimero cuadr1’cu]as‘229 211 93 35 7 1

Las hipétesis podrian ser expresadas, en tér-
minos probabilisticos, de la siguiente manera
Hy: X~ P())
Hy: X P()
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puesto que si las bombas caen indiscrimina-
damente, lo hacen de forma independiente en
un soporte continuo. Lo que indica que la va-
riable que mide el nimero de impactos por
cuadriculas debe ser Poisson.

Para estimar el parametro A se utiliza su es-

timador dptimo T = 0929, con lo que las
probabilidades quedan
po=PIX =0] = <7092 _0/395
p=P[X =1 = <0200 _ 367
pp=P[X =2 = n< 20929 _ (/1705
ps=P[X =3 = <70029° _rrpg
pa=P[X = 4] e D R0029% — (10123
ps=P[X>5 = 1-— ?:Ow
= 00024

Aunque no se han observado mas de cinco
impactos en una cuadricula, la distribucion
de Poisson puede, tedricamente, tomar valo-
res hasta el infinito. Para conseguir que los
valores observados y los esperados sumen lo
mismo, es decir, sean comparables, Z?:o i
debe ser igual a 1, con lo que

5 5 5 5
ZE,- :ani :ani :n:Zni.
=0 =0 =0 =0

Asi pues, en vez de tomar P[X = 5|, se toma
P[X > 5].
Los valores esperados quedan

x| 0 1 2 3 4 5

E; | 2275 211 98 30 7 1’5
Al no darse la restriccion de que el minimo
de los E; sea mayor o igual a tres, se debe
proceder a la agrupacion, asi
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T 0 1 2 3 >4
n; | 229 211 93 35 8
E; [ 2275 211 98 30 &5

Tomando o = 0/05, el estadistico experimen-
tal vale x2,, = 1’127, mientras que el valor
critico, teniendo en cuenta que se ha estima-
do el parametro A, vale

X§—1—1,0'95 = X?),,o'% = 7’815,
por lo que, para el nivel fijado, no se recha-
za la Hipétesis Nula, concluyendo asi que los

bombardeos alemanes sobre Londres eran in-
discriminados.

3. Para ajustar una distribucién Normal.

Ejemplo 5.8 Se desea contrastar que los datos siguientes
proceden de una distribucién Normal.

Li1—L; | ny
0.1 |1
(1,2 | 3
(2,3] |7
(3,4 |12
(4,5) | 6
(5.6 | 2
6,7 |1

En primer lugar se calculan los estimadores
de p y de o, al objeto de obtener las proba-
bilidades tedricas. Tomando marcas de clase,
se obtiene que T = 3'41 y S, = 128, con lo

que
p1 = P[—OO<X<1]
= Ploo<z< 35l = F(-1'88)
— 00301
pr = P[1<X <2
= F.(-1'10) — F,(~1'88) = 0/1056
ps = PR2<X <3

= F.(—0'32) — F;(—1'10) = 0’2388
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psa =

D5

Pe =

b7

P[3 < X < 4]

F.(0/46) — F.(—0'32) = 0/3027
P4 <X <5

F,(124) — F,(0/46) = 0'2153
P[5 < X < 6]

F.(2/02) — F,(124) = 0/0858
Pl6 < X < o0

1— F,(2/02) = 00217

En cuanto a las E;

Li1—L;| E;
(o0, 1] | 0796
(1,2] | 338
(2,3] | 764
(3,4 | 969
(4,5] | 689
(5,6] | 275
(6,00] | 0/69

Reagrupando las clases, la situacién queda

Li1—L;|n; | E;

(—o0,2] | 4 | 434
(2,3] | 7| 764
(3,4] |12]969
(4,5] | 6 | 689

(5,00) | 3 |344

Realizando los cdlculos, el estadistico experi-
mental vale x2,,, = 0’8022, mientras que con
los dos parametros estimados el valor critico,
para a = /05, vale XZ_y_1 595 = 5991, con
lo que, para el nivel fijado, no se rechaza la
hipétesis de que los datos proceden de una
N(3'41,1'28).

3.2. Test de bondad de ajuste de Kolmogorov—Smirnov

Cuando los datos proceden de una variable continua y vienen da-
dos de forma puntual, el contraste de bondad de ajuste méas adecuado
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es el de Kolmogorov—Smirnov, aunque también es posible aplicarlo a va-
riables ordinales. Genéricamente, imaginese que se desea contrastar la
hipétesis Hy : F'(z) = Fy(z). Dada una muestra Xy, ..., X,, se define la
funcion de distribucion empirica para una muestra concreta como

0 z< (1)
r

Fn(a:) = ﬁ Z(r) <z < T(r+1)
I x>z,

Lo que se hace es calibrar las diferencias entre la funcion de distribucion
empirica y la propuesta en Hy a través de la expresién

Deyp = méax |Fy(z) — Fo(z)],
calculando dicho méaximo sobre los valores de la muestra.
Cuando la variable sea continua, para el cdlculo de la méaxima

diferencia entre la distribucion empirica y la tedrica hay que situarse en
la peor de las circunstancias posibles, a saber

Deap(wr) = méx {[Fn(z5-1) = Fo(ag)l, [Fo (k) — Fo(ag)[}-

Teniendo en cuenta la expresién de la funcién de distribucién empirica,
D..p, puede expresarse como

Deyp = méx {D;5, D, },

siendo

D} = méx {0, mAax F — Fo(:ri)} }
? n

-1
D = méx{O,méx [Fg(xi) . - H

Los graficos que siguen ilustran las dos posibles situaciones que se pueden
encontrar.

La regién critica del test viene dada por
R.: De:):p > Dn;cw

donde los valores D, vienen dados en la tabla A.27.
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Para valores mayores que 100 el valor critico se calcula como

Ejemplo 5.9

Dy.q = 1/ —log(a/2)/2n.

Se desea contrastar la hipotesis de que los datos
siguientes, generados aleatoriamente mediante or-
denador, procedan de una distribucion Uniforme
en el intervalo [0,1] con un nivel de significacién
a = 005.

0’582 0’501 0497 0026 0132 0'561
0’642 0994 0948 0081 0179 0619

La funcién de distribucién de una U(0,1) es

0 siz<O0
F(z) = x si0<z<1
1 sixz>1.

La tabla siguiente proporciona los valores de la dis-
tribucion empirica, los de la distribucion U(0,1)
asi como las diferencias entre ambos.

T Fy(z) | Fo(z) | Dy(x)
0’026 | 0’083 | 0026 | 0’057
0’081 | 0167 | 0’081 | 0’086
0’132 | 0250 | 0’132 | 0’118
0’179 | 0’333 | 0'179 | 0’154
0497 | 0417 | 0’497 | 0’164
0’501 | 0’500 | 0’501 | 0’084
0’561 | 0’583 | 0’561 | 0061
0’582 | 0’667 | 0’582 | 0’085
0’619 | 0’750 | 0’619 | 0’131
0’642 | 0833 | 0’642 | 0’191
0’948 | 0917 | 0948 | 0’115
0994 | 1000 | 0994 | 0’077

Por tanto, Degp = max |F,(xz) — Fo(z)| = 0'191,
el valor critico, que viene dado en la tabla A.27,
vale D1g /05 = 0’375, con lo que para ese nivel de
significacion no se rechazaria la hipétesis nula.
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3.3. Contrastes de normalidad

En esta seccién se estudian dos test especificos de normalidad,
aunque el segundo de ellos es una adaptacion del test de Kolmogorov—
Smirnov. El test de Shapiro—-Wilk se comporta mejor cuando se tienen
muestras pequenas (n < 50), mientras que en otras situaciones se emplea
el test de Kolmogorov—Smirnov—Lilliefors.

3.3.1. Test de Shapiro—Wilk

Supéngase que se desea contrastar la hipdtesis de normalidad de

una poblacién de la cual se ha extraido la m.a.s. X1, X, -+, X,,. Para
una realizacién muestral x1, z9, - -, T,, se procede de la siguiente mane-
ra:

1. Se ordenan los elementos muestrales de mayor a menor
L(n)s L(n—1),"" "1 L(1)-

2. Se calculan las diferencias entre los valores que equidistan del cen-
tro, multiplicando cada una de dichas diferencias por los coeficien-
tes correspondientes del test, que vienen tabulados en funcién del
tamano muestral. La suma de los productos se denota por b,

T(n—it1) — T@) | An—it1 (T(n—it1) = T@))An—it1
L(n) — T(1) an (Tm) — T@))an
T(n—1) = L) | Gn-1 (F(n—1) = ¥(2))an—1
T(et1) — Th) | Qkt1 (T(rt1) — (k) Wk41
k
b=> an—it1(T(noi+1) — T())
=1

donde k = §,sinespary k = "71, si n es impar.
3. El estadistico experimental se define por

b2

Wea: = T Nao
" (n—1)82
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debiendo comprobarse que W, < 1, ddndose la igualdad sélo en
el caso de que la muestra sea la réplica de una Normal.

4. Por 1ltimo, la region critica del test viene dada por
R.: Wezp < Wn,om
donde el valor W, , viene dado en la tabla A.28
Ejemplo 5.10 Se desea contrastar la hipétesis de normalidad de

una poblacion de la cual se ha extraido la siguiente
muestra:

12’3 110 107 124 11'7 131
99 12’6 11’8 102 10'5.

Ordenando y haciendo las operaciones pertinentes

se tiene
L(n—it+1) = L) | An—i+l (x(nfz#l) - x(i))an—i—i-l
13’1 -99 | 0/5601 17923
12’6 — 10’2 | 0’3315 0'7956
12’4 — 10’5 | 0'2260 0'4294
12’3 — 10’7 | 01429 0'2286
11’8 — 11’0 | 00695 0’0556
b= 33015

De donde b?> = 10'8999. Por otra parte,
(n—1)8? = 11/4818,
por lo que

_ 10’8999 __ (v
Werp = 108999 _ (79493,

En cuanto al valor critico Wiy,005 = 0’850, por
lo que para un nivel de significacién de 0’05 no se
puede rechazar la hipétesis de que la muestra ha
sido extraida de una poblacién Normal.

3.3.2. Test de Kolmogorov—Smirnov—Lilliefors

El test de Kolmogorov—Smirnov—Lilliefors (K-S-L) consiste en la
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adaptacién, por parte de Lilliefors, de la tabla de valores criticos del test
de Kolmogorov—Smirnov al caso de poblaciones Normales (tabla A.26).
A la hora de calcular la méxima de las diferencias entre la distribucién
empirica y la tedrica hay que tener presente que se estd tratando con
una variable continua.

Ejemplo 5.11 Aplicando el test de K—S—L a los datos del ejemplo
anterior
12'3 110 10’7 124 117 131
99 126 11’8 10’2 10’5,

para los que T = 11’47 y S, = 1/07.

zi | Fo(zi) | Fo(zi) | Dp(z4)
9’9 | 0'0909 | 0’0708 | 0’0708
10°2 | 0/1818 | 0'1170 | 0’0648
10’5 | 0'2727 | 0'1814 | 0'0913
107 | 0'3636 | 0’2358 | 0'1278
110 | 0’4545 | 0/3300 | 0’1245
11’7 | 0’5454 | 0’5851 | 01306
11’8 | 0'6363 | 0’6217 | 0’0763
12’3 | 0/7272 | 0’7810 | 0’1447
124 | 0/8181 | 0’8078 | 0’0806
1276 | 0’9090 | 0’8550 | 0’0540
13’1 | 170000 | 09350 | 0’0650

De donde Deyp = max Dy, (z;) = 0'1447. Buscando
en la tabla A.26 se encuentra, para o = 0'05, que
Di1.0005 = 0249, por lo que para el nivel elegido
no se rechaza la hipétesis de que la poblacion de la
que se ha extraido la muestra es Normal.

4. Contrastes de localizacién y escala

En general, los contrastes no paramétricos sobre pardmetros de la
poblacién se hacen sobre medidas de posicién y, en particular, sobre la
mediana. Estos contrastes se basan en el andlisis de la situacién de los
elementos de la muestra respecto a este tipo de medidas. De esta forma,
se estudia si los datos muestrales estdan por encima o por debajo de la
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mediana, es decir, se analiza el signo de su diferencia con la mediana;
o bien, se estudia la distancia ordenada a la que se encuentra de la
mediana, es decir, se considera el rango o la posicién que ocupa dicho
elemento en la secuencia ordenada de las diferencias.

En el caso de que la estructura de probabilidad de la poblacién sea
simétrica estos test seran aplicables al estudio de la media de la distribu-
cién. Para empezar, se considera un test que sélo utiliza la informacién
de los signos, para luego continuar con el estudio de los test de rangos
con signos que ofrecen mejores resultados, tanto en el caso de una mues-
tra, test de Wilcoxon, como en el de dos, test de la U de Mann—Whitney.
Por 1ltimo, se abordan los contrastes no paramétricos sobre medidas de
dispersion, como es la varianza. En concreto, se estudia el test de Siegel—-
Tukey, que permite contrastar si dos muestras independientes proceden
de poblaciones con el mismo parametro de escala, esto es, si tienen la
misma variabilidad.

4.1. Test de los signos

Este test puede ser aplicado con la tnica restricciéon de que la
distribucién sea continua. Supéngase que se desea realizar el contraste

Hy: M, = M,,
Hy : M, # M,

para lo que se dispone de la informacioén que ofrece una realizacion mues-
tral, 1, z9, - -, zy,. Se calculan las diferencias z; — M,,, descartando las
nulas. Sea n/ el nimero de diferencias no descartadas y T el nimero de
diferencias positivas. Si Hy es cierta entonces

T ~ B(n';0'5),

puesto que con igual probabilidad se encuentra un valor por encima que
por debajo de la mediana. De forma que, dado un nivel de significacién
a 'y tomando k tal que

P[T <kl <

vo] ©

llamando T¢y, al valor que toma 7" en nuestra muestra, la regién de
rechazo del test vendra dada por

Re i {Tewp < kYU {Teyp >n' —k}.
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En el caso de dos muestras apareadas, X e Y, el test de los signos
permite resolver el contraste Hy : M.(d) =0, donde d = z — y.

Ejemplo 5.12 Se quiere probar que la mediana de una poblacion
vale 5, para lo cual, se extrae una m.a.s. de tamano
11, resultando

3,7,85,4'3,6,8,7'2,6,4,5,2
asignando signos se tiene

3 7 85 43 6 8 72 6 4 5 2
-+ + - + 4+ + + - -

Se observa que T¢y, = 6, mientras que bajo Hy,
T ~ B(10;0'5), por lo que, para un nivel a = 0/05,
hay que encontrar k tal que

P[T <k] < 0025.
Se obtiene que
P[T <1] = 00108
PIT <2] = 00547,
de donde
Re: {Towp < 1} U {Toy > 9.

Por tanto, no se rechaza que la mediana de la po-
blacion de la cual se ha extraido la muestra es igual
a 5, para un nivel de significacién de 0/0216.

De forma maés general, el test de los signos permite contrastar el
valor de cualquier cuantil de la distribucién. Efectivamente, si se asigna
el signo — a aquellos valores de la muestra que estén por encima del
valor del cuantil propuesto en Hy y el signo + a aquellos que estén por
debajo; llamando 7' al niimero de signos +, bajo Hy

T ~ B(n'; po),

siendo n’ el niimero de elementos que no coinciden con el cuantil y pg al
porcentaje de elementos que se sitiian tedricamente por debajo de dicho
cuantil. Asi, si se habla del percentil 70, pg = 0’7 y si se trata del primer
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cuartil, pg = 0'25. De forma que no se rechaza Hy si ki < T < ko, donde

PT<k]<S vy PT>h)< %

a
2

Ejemplo 5.13 En el ejemplo anterior, si se desea contrastar Hy :
Q3 = 8, se hace la siguiente asignacion de signos a

la muestra:
3 7 85 43 6 8 72 6 4 5 2
+ + - + + + + 4+ + +

Por tanto Tey, = 9. Bajo Hy, T ~ B(10;0'75),
por lo que si en esta ocasién se toma o = (012
(5§ =006), se tiene

P[T <4 = 00197
P[T <5 = 00781
P[T>9] = 02377
P[T >10] = 00500,

con lo que
Re : {Teyp < 4} U{T,yp > 10}.

Por tanto, no se rechaza que el tercer cuartil de la
poblacion de la cual se ha extraido la muestra es
igual a 8, para un nivel de significacion de

P[T <4+ P[T >10] = 00697.
Si las probabilidades que se obtienen utilizando la distribucién

Binomial se alejan mucho de a/2, se puede utilizar la aproximacién a la
Normal.

Ejemplo 5.14 En el ultimo ejemplo, todas las probabilidades
estan lejos de 0/06, utilizando la aproximacién a
la Normal se tendra que

T ~ N(7'5,1'37)

de forma que
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006 = P[T < ky] = P2 < Bi775]

y buscando en las tablas

k=75 _ —
=I5 = 156 = Ky = 53628,

mientras que

006 = P[T > ko] = P |Z > 54705 |

y buscando en las tablas

Rl T5 =156 = ko = 9'6372,

con lo que, aproximando al entero mas proximo, se
tendria que

Re: {Tigp < 5} U {Tugp > 10},

4.2. Test de la T de Wilcoxon para una muestra o dos
muestras apareadas

Cuando la distribucion ademas de continua es simétrica, para con-
trastar

Hy: M, = M,
H Me ?é M607

se recurre al test de la T de Wilcoxon que es mas potente que el de los
signos.

Para aplicarlo, se procede del modo siguiente: para cada elemento
de la muestra se calcula |x; — M, |, reteniéndose aquellas diferencias que
sean distintas de cero, cuyo ntimero se nota con n’. A continuacién, se
asignan rangos desde 1 hasta n’. Si existieran grupos de diferencias coin-
cidentes en valor absoluto, se asigna a cada elemento la media aritmética
de los rangos que correspondan al grupo.

Una vez asignados los rangos, se suman los correspondientes a
diferencias negativas, por debajo de la mediana, denotados T~ y los
correspondientes a diferencias positivas, por encima de la mediana, 7.
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El estadistico experimental viene dado por
Tewp = min{T~,T"}
y la region critica por
Re: Teap < Ty 2,

donde Tyy,a viene dado en la tabla A.31.

El test admite las siguientes variaciones y aplicaciones:

1. En las hipdtesis anteriores, también se puede realizar el contraste
Hy : i = pg, calculdndose las diferencias en valor absoluto respecto
a la media propuesta.

2. Para muestras apareadas, el contraste de mediana se plantea como
M.(z) =0, donde z; = z; — y;, para cada par de valores; para las
medias el test de la T permite contrastar Hy : ptg = pt4,, siendo pigq
la media de la poblacion diferencia.

3. Para muestras grandes (n > 25), la distribucién asintética de
T—(T™"), bajo el supuesto de que Hy es cierta, es

T N n(n+1)’\/n(n+1)(2n+1)) .

4 24

4. Para un contraste unilateral del tipo Hy : M. > M,,, la regiéon
critica viene dada por

R, : TT < Ty a

5. Para un contraste unilateral del tipo Hy : M, < M,,, la region
critica viene dada por

RC : T S Tn’,a-
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Ejemplo 5.15 Se desea contrastar que la mediana de la poblacion
de la cual se ha extraido la siguiente m.a.s. vale 5.

4,5,6,5,3,4,2,7,6,5,4,3,8,8,9,4,6,7,2,5,6

Se calculan las diferencias respecto al valor pro-
puesto, se ordenan y se asignan los rangos:

Rangos™ 45 4'5 4'5 4’5
Diferenciasy 0 0 0 0 1 1 1 1
Rangos™

Rangos™ 10’5 10’5
Diferencias) 1 1 1 1 2 2 2 2
Rangos™ |45 4’5 4'5 4’5 10'510'5
Rangos™ [14'514'5

Diferencias)] 3 3 3 3 4

Rangos™ 14'514'5 17

Resultando que T~ = 68, mientras que T+ = 85,
con lo que T, = 68. Buscando en las tablas del
test de Wilcoxon, aparece que 17,005 = 30, con Io
que para el nivel de significacion fijado se admite
que la mediana de la poblacion vale 5.

4.3. Test de la U de Wilcoxon—Mann—Whitney para dos
muestras independientes

Como requisito para la aplicacién de este test no se exige la sime-
tria de las distribuciones aunque si que tengan una forma similar. Sean
X1,X9,--, Xp, eV, Ys,-- -, Y, m.a.s. extraidas de dos poblaciones X e
Y independientes. El test de la U de Wilcoxon-Mann—Whitney permite
contrastar:

Hy: M., = M,,
Hy: M., # M.,

Para ello se procede como sigue:

1. Se ordena los n; + n9 elementos de las dos muestras, asignando a
continuacién rangos desde el 1 hasta el ny + ns.
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Se suman los rangos correspondientes a la muestra X, Ry y los de
la muestra Y, Rs, calculando a continuacién:
ni(ny +1)

U1:n1~n2+f—R1;U2:n1-n2+

na(ng + 1)

— Rs.
9 2

Se puede comprobar que no se ha cometido error en los cédlculos
viendo que se verifica que Uy + Uz = ny - no.

Se calcula el estadistico experimental como

Ueap = min{Uy, Uz }.

La regién critica del test viene dada por
R.: Uexp < Unl,ng,aa

donde Uy, n, .« viene dado en la tabla A.32.

El test admite las siguientes variaciones y aplicaciones:

En muestras grandes (ny,ne > 9), Mann y Whitney demuestran

que, bajo Hy,
Uexp - n12n2

/ning(ni+n2+1)
12

Si existen muchas observaciones repetidas en la muestra conjunta
habria que realizar alguna correccion sobre el estadistico de Mann—
Whitney.

—4, N(0, 1).

Para un contraste unilateral del tipo Hy : Fx(z) > Fy(x), la
region critica viene dada por

R.:U; < Unl,nz,oc-

Para un contraste unilateral del tipo Hy : Fx(x) < Fy(z), la
region critica viene dada por

Rc : U2 < Un1,n2,a-
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Ejemplo 5.16 Supongase que se quiere contrastar, con un nivel
de significacién o = 0/05, que las muestras

X|758 7 93579 11210
Y[3781215659 11 7

proceden de la misma poblacion.

Se ordenan los valores y se asignan rangos

Rangos X|1 25 5 b 10 10 10
Orden |2 3 3 5556 7 7 77
Rangos Y 2'5 5 7 10

Rangos X| 13'5 1616 1819’5
Orden |7 8 8 99 910 11 11 1215
Rangos Y |10 13’5 16 19’521 22

Sumando los rangos se obtiene

Ri=126'5 y Ry=126'5.

De donde,
Up = 12-10+ 208 1965 =715
Up = 1210+ %01 126’5 = 48'5.

Verificandose que 71’5 + 48’5 = 120 = 12 - 10. El
estadistico del contraste vale Ueyp = 48'5. Puesto
que los tamanos muestrales son mayores que 9, se

tiene que

Uezp/Ho ~ N(60,15'17),
con lo que

PlUesp > K/Hy] = 0025,

es decir,

P|z> 58] = 002,
de donde

K00 _ g,
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Por tanto K = 8973, lo que lleva a rechazar la
hipétesis de que las muestras procedan de la misma
poblacion.

4.4. Contraste de Kolmogorov—Smirnov para dos muestras

La prueba de Kolmogorov—Smirnov para dos muestras es una al-
ternativa al test de la U de Mann—Whitney, plantedndose las hipdtesis
en los mismos términos, es decir, la igualdad de las funciones de distri-
bucién. La filosofia que subyace es equivalente a la del test de bondad de
ajuste, valorando las diferencias entre las distribuciones empiricas obte-
nidas a partir de muestras independientes, de tamanos nq y no, extraidas
de dos poblaciones X e Y, respectivamente.

Para aplicar el test hay que obtener, a partir de los datos mues-
trales, sendas distribuciones, F,, (z) para la muestra X y Gp,(y) para
la Y. El estadistico experimental viene dado por

Degp = max{mdx | Fy, () — Gy ()], max [Fo, (y5) = Gy (y5)[}

calculando dicho maximo sobre los valores de la muestra, siendo la region
critica
R, : Dezp > Dnl,ng,aa

donde Dy, n,.« viene dado en la tabla A.27.
4.5. Test de Siegel-Tukey

Sean X e Y dos m.a.s. de tamanos ni y ns, respectivamente. El
test de Siegel-Tukey permite contrastar si ambas muestras proceden de
poblaciones con la misma variabilidad o dispersion.

Para ello, se considera la muestra conjunta de ambas, de tamano

ni + ne = n y se ordena de menor a mayor. A continuacién, se asignan
los rangos segun el siguiente criterio:

1. Se asigna el rango 1 al menor valor, z(y).
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2. Al mayor valor y al anterior a él, es decir, z(,) ¥ Z(,—1), se les
asignan los rangos 2 y 3 respectivamente.

3. A continuacién se toma el par formado por los valores z(9) y (3
v se les asignan los rangos 4 y 5, respectivamente.

4. El proceso se repite tomando el siguiente par de valores x(,_3) y

$(n—2)'

La siguiente tabla refleja el proceso a seguir:

L) [ @) | XG) | X@) [ T6) | | T(n=3) | F(n=2) | T(n=1) | T(n)
1 4 5 8 9 |- 7 6 3 2

Se puede observar que los mayores rangos se encuentran situados en el
centro de la tabla. Cuando n es par, una de las observaciones centrales
quedard sin su rango correspondiente.

El estadistico del contraste viene determinado por los rangos de
la muestra de menor tamano. Asi, si se considera n,, = min (n;, na), el
estadistico viene dado por:

La distribucién de probabilidad de este estadistico es la misma que la
del estadistico Ueyy, de Wilcoxon, por lo que se puede recurrir a la tabla
de valores criticos del mismo. Asi, la regién critica viene dada por

R.: R, < Unl,ng,om

donde Uy, n,,o viene dado en la tabla A.32. Cuando n > 20, la distribu-
cién asintética de R,,, al igual que ocurria con Uy, €s

Rm _ nm(n+1)
m 2 4 N(0,1).
ning(n+1)
12
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Muestra | Rangos | Muestra
Conjunta R; Origen
1’8 1 x

2 4 x
51 5 x
10’5 8 Y
11’9 9 x
15’4 12 x
19’5 13 Y
23’5 16 Y
24’3 17 x
24’9 20 Yy

28 21 x

30 19 Y
30'2 18 x
34’7 15 T
40'1 14 x
40'2 11 y
41'3 10 Y
45’5 7 Y
51'1 6 Yy
54’8 3 Y
60’8 2 y

Tabla 5.1: Tabla de datos

Ejemplo 5.17 Se quiere contrastar si las dos m.a.s. siguientes
proceden de poblaciones con la misma variabilidad.
x[2/0 1’8 5'1 11'915'4 24’3 28'0 30’2 34'7 40’1
y‘10’5 23'530'0 54’8 19’5 24’9 40’2 41’3 51’1 45’5 60’8

La tabla 5.1 recoge las asignaciones de rangos de
la muestra conjunta.

Como la muestra de menor tamarno es X, se tiene
que n,, = min(ni,ne) = 10 = ny. Sumando los
rangos pertenecientes a los valores de la muestra
X se obtiene el estadistico
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R, = Z;L:ml R; =116
La distribucion asintotica del estadistico es

10(21+1 10-11(21+41
N( (1) ( ))

12
Por tanto,
R,,/Hy ~ N(110,14'2)

con lo que, para un nivel de confianza del 95 %,

P[R,, > K2/Hy] = 0025
P[R,, < K1/Hpy] = 0025,
es decir,
Ky—110
P\Z > =255 = 0025
K1—110
P|\Z < 75 = 0025,
de donde
K> — 110
N
14/2 %
K —110
T —1/96.
14/2 %6
Por tanto,
K; =82'168 y Ky =137'832.
Como

K, =82'168 < R,,, < Ky = 137'832,

no se puede rechazar la hipétesis de que las mues-
tras procedan de poblaciones con la misma varia-

bilidad.
5. Ejercicios
5.1. Ejercicio resuelto

5.1 Una conocida empresa esta considerando su fusién con una
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de las dos cadenas de televisién méas importante del pais, la cadena A y la
cadena B, por lo que decide realizar un estudio sobre el nivel de audiencia
en cada una de ellas. Elige aleatoriamente distintas horas de la semana
y mide el nivel de audiencia, en millones de personas, obteniendo las
muestras:

CadenaA‘G’éL g9 9 27 45 10 9 49 3 7 15
CadenaB‘ 8 59 10 15 175 9 3 32 6 8 16

a) Utilizando la informacién procedente de la funcién de
distribucién empirica, jexisten diferencias significativas, a un nivel de
confianza del 95 %, en las distribuciones de los niveles de audiencia de
las dos cadenas?

b) Si se admite que ambas muestras proceden de poblacio-
nes Normales, jse puede afirmar que la cadena A presenta més dispersién
en el nivel de audiencia que la B, al mismo nivel de confianza que en el
caso anterior?

Solucioén:
a) Sean X e Y las variables aleatorias que representan los
niveles de audiencia de las cadenas A y B, respectivamente. Sean F y G
sus correspondientes funciones de distribucién. Para contrastar si F y G
son iguales utilizando las funciones de distribucién empiricas, se recurre
al test de Kolmogorov—Smirnov para dos muestras.

Para el contraste:

se utiliza el estadistico
Degp = méx |Fyy(z) — Gn(y)|,

La siguiente tabla recoge los valores de las funciones de distribucion
empiricas de ambas muestras:
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xi | ni | Fn(x;) vi | ni | Gn(yi)
27 1| 1/11 3 1] 1/11
3 1] 2/11 32 | 1| 2/11
4501 3/11 59 | 1| 3/11
29| 1| 411 6 | 1| 4/11
64| 1| 5/11 s |2 6/11
711 6/11 9 |1/ 7/11
89| 1 7/11 10 1 8/11
9 |2 9/11 15 1 9/11
10 | 1 10/11 16 1 10/11
15| 1 1 175 | 1 1

Por tanto, si se consideran las diferencias de las distribuciones
empiricas de ambas muestras y se calcula el maximo en los valores mues-
trales, se obtiene que

Dewp = méx | Fo(x) — G (y)] = % — 01818,
Puesto que Dy, ny.a = Di1,11,0005 = 6/11 = 0'5455 > 0’1818 = D¢y, 00
puede rechazarse la hipétesis de igualdad de distribuciones.
b) Suponiendo que ambas distribuciones son Normales, es
decir, X ~ N(u1,01) e Y ~ N(ug,02), el contraste que se plantea ahora
para averiguar si la cadena A tiene maés dispersién es el siguiente:

Hy: 0} > 03
H110%<U%

donde las medias @1 y po son desconocidas. Para ello, se recurre al

estadistico )

5622 ni ng
Calculando las cuasivarianzas muestrales, se obtiene
2 1 ™ o 1 (& ’
1= =1
1 80/42
= — |716'72 — = 12/9069
10 [ 1 ]
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1 10162

Sz = l1186’3—

= 24’7885
i |

y por tanto, Fegp = ;i;?ggg = 0'5207.

Para el nivel de significacién 005, se tiene que
Foi—1ny—1 = Fio,10 = 2'98,

que es mayor que el F,.,. Por tanto, no se puede rechazar la hipé6tesis
de que la dispersion de la cadena A sea mayor que la de la cadena B.

5.2. Ejercicios propuestos

5.1. En los dltimos 200 sorteos de la loteria nacional, la tltima
cifra del nimero premiado fue

Cifra 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Frecuencia 12 24 18 14 28 24 26 16 & 30

Determine si se ajustan estas frecuencias empiricas a la distribu-
cién tedrica que les corresponderia.

5.2. Una determinada empresa estd interesada en construir una
gasolinera en sus terrenos, sin embargo, la realizacién del proyecto de-
pende de la distribucién de llegadas de vehiculos. Para conocer dicha
distribucion se consideran 900 periodos de tiempo de 5 minutos cada uno
en una gasolinera de una zona con caracteristicas parecidas, contandose
a su vez el nimero de coches que llegan. El resultado de tales averigua-
ciones fue el siguiente:

Valores variable‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 >9
Frecuencia ‘195 301 210 120 45 22 5 1 1

Proponga la distribucién que siguen los datos anteriores y estudie
si se ajusta a ellos.
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5.3. La siguiente tabla recoge el nimero de accidentes mortales,
por dia, contabilizados en una ciudad durante 200 dias:

Accidente/dfa | 0 1 2 3 4 5
Frecuencia |50 72 44 22 10 2

Proponga un modelo de distribucién y estudie su ajuste.

5.4. Una conocida empresa de coches esta realizando un estudio
sobre la vida de sus motores. Para ello, se decidié llevar a cabo un
estudio sobre 70 motores, observando que la vida media era de 1’6 anos.
Agrupando los valores observados por clases, se obtuvo lo siguiente:

Afios funcionamiento | [0,1) [1,2) [2,3) [3,4) [4,00)
Frecuencia ‘ 30 23 5 6

Estudie si la vida de los motores sigue una distribucién exponen-
cial.

5.5. A partir de la siguiente realizacién muestral de tamano 500,

(—00,0)  (0,3) (3,5 (57) (7,9) (9,11)
36 70 54 86 14 50

(11,13) (13,15) (15,18) (18,21) (21,00)
40 24 36 24 36

donde la primera fila corresponde a los valores de la variable y la segunda
al nimero de valores de la muestra dentro de cada intervalo.

a) Verifique la hipétesis de que ha sido extraida de una
poblacién N(10,5) a un nivel de confianza del 90 %.

b) ;Es posible que los valores muestrales se hubieran ex-
traido de una Normal con parametros distintos a los anteriores?

c) Proponga valores para p y o, y repita el contraste.
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5.6. Estudie, utilizando el contraste x? de bondad de ajuste, si
la siguiente muestra de tamano 30 procede de una Normal:

107 96 91 80 103 88 101 106 112 106
93 88 101 109 102 99 93 86 100 99
104 116 87 93 106 102 89 96 104 90

5.7. Con el fin de estudiar el tiempo de vida, en horas, de las
baterias de 7 voltios, se extrae aleatoriamente un muestra de 10 de ellas,
obteniéndose los siguientes resultados:

28'9,15'2,28'7,72'5,48'6,52'4,37'6,49'5,62'1, 54'5.

Proponga un modelo de distribucién de probabilidad y estudie su ajuste.

5.8. A partir de los datos del ejercicio anterior contraste la
hipétesis de que éstos procedan de una poblacién Normal, utilizando
para ello el contraste de Shapiro—Wilks.

5.9. Utilizando el contraste de Kolmogorov—Smirnov—Lillierfors,
contraste la hipétesis de normalidad de los siguientes datos:

27,23,17,18, 17, 30, 22, 26, 16, 23, 20, 22, 16, 21, 17.

5.10. A partir de los datos muestrales del ejercicio anterior y
suponiendo que éstos hayan sido extraidos en ese orden, contrasta la
hipétesis de que la muestra sea aleatoria.

5.11. Contraste la hipdtesis de que la siguiente m.a.s. proceda de
una distribucién B(9,0'3), para un nivel de significacién del 10 %.

Valores variable ‘ 0 1 2 3 4 5
Frecuencias ‘84 196 210 136 50 14

6 7 8 9
6 2 2 0
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5.12. A partir de los siguientes datos de distribucién de frecuen-
cias, contraste la hipdtesis de que tal muestra proceda de una distribu-
cién Normal, para un nivel de significacién de 0/05.

(=1,0) (0,0'5) (0'5,1) (1,1'5) (1'5,2) (2,2'5) (2'5,2'8)
554 228 844 534 366 256 168

5.13. Se pretende realizar un estudio sobre la influencia de un
determinado farmaco en el tratamiento de la celulitis para lo cual se
estudié el peso de cada paciente antes y después del tratamiento. A partir
de una muestra de 32 pacientes los resultados fueron los siguientes:

Antes 73 99 75 84 102 84 65 70 T8 75 T8
Después | 69 93 78 8 99 80 67 72 73 71 78

Antes 82 64 72 71 64 8 94 89 57 59 67
Después | 80 61 74 76 63 85 94 88 54 56 65

Antes 96 97 73 58 57 63 81 84 80 67
Después | 95 99 75 56 57 62 80 8 78 68

Decida, utilizando el test de los signos, si ha habido una alteracién sig-
nificativa en el peso.

5.14. Para medir la introversién se aplica a 12 individuos un test
de personalidad en sus dos variantes, 1 y 2, que se supone la miden por
igual. A partir de los datos de la siguiente tabla, compruebe mediante
el test de rangos de Wilcoxon, con un nivel de significacién del 5 %, si
es cierto que las formas 1 y 2 miden por igual la introversién:

Individwo | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Formal [12 18 21 10 15 27 31 6 15 13 8 10
Forma2 |10 17 20 5 21 24 29 7 9 13 8 11

5.15. En una clase de matematicas el profesor plantea a los alum-
nos dos problemas, P y Q, asigndndole a cada uno un problema al azar.
Con el fin de estudiar si existian diferencias de dificultad entre ambos
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problemas, el profesor fue anotando el tipo de problema a medida que
iban entregando, obteniendo la siguiente secuencia:

QQQPPQPQQQPQPPQPPP.

Estudie si existian diferencias de dificultad entre ambos problemas, con
una probabilidad de error de tipo I menor del 5 %.

5.16. Para estudiar cudl de los dos tratamientos contra la artrosis
es mas eficaz se eligen aleatoriamente dos muestras de 10 y 22 pacientes
a los cuales se les somete a los tratamientos 1 y 2, respectivamente.
Pasados tres meses se valoran ambos tratamientos de manera que el
tenga mayor puntuacion serda mas eficaz. La tabla siguiente refleja los
resultados obtenidos:

Tratamiento 1 | 12 15 21 17 38 42 10 23 35 28
Tratamiento 2 | 21 18 42 25 14 52 65 40 43 35 18
56 29 32 44 15 68 41 37 43 58 42

Aplicando el test U de Mann—Whitney, decida si existe diferencia
entre los tratamientos.

5.17. Tras un experimento donde se realizé un cruce entre gatos,
se obtuvo que de 64 descendientes, 10 eran negros, 34 grises y 20 blancos.
Segin la genética, la proporcién de estos nimeros deberia ser 3:9:4.
Decida si los datos obtenidos en el experimento estdn de acuerdo con la
genética, para un nivel de significacion del 5 %.
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6. Tablas de contrastes no paramétricos
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Hipdtesis Estadistico R. Critica
Test de rachas
{Ho : Aleatoriedad | Re =ntimero de rachas Re < Ry pye U
Hj 1 No aleatoriedad| Si ng y ngy grandes se usa: R. > Rnl,nZ,l—%
Hjy : Aleatoriedad R— (2711222 +1)
Hi : Agrupamiento Z = ~ N(O, 1) Re < Rn1 na,o
2n1n2(2n21n2—n1—n2) 512,
Hy : Aleatoriead (n1+n2)(ny+ng—1)
H1 . Fluctuacién Re > Rru,ng,l—a
Contraste de autocorrelacion
Hy : Incorrelada ‘ka: 1(:51-—5:)(%_;@—5:) Z_a
H; : No incorrelada rE = = L. |’I“k| > 7712
> (wi—x)?
=1
7’2 2
Qe = n(n + 2) E?:l n,kk Qe > Xm—1,a
Test x? para una muestra
H() : FX = Fo k 2
n; — F
{Hl : Fx # X = '21 % X2 > X2k p-11-a
1=
Kolmogorov—Smirnov para una muestra
H() . FX = F() n .
Hi: Fx#Fy | Df =mix {0,mix [ - Fo(z)|} | De = Dua
HO . FX = F[) 3 n’ i1
Hy: Fx > F Dg = max{O,r?:alx {F()(l’(l)) — ZT}} D;_ > Dmga
Hy: Fx=F
Hi: Fx < F De:méX{DTJ{,D;} DT:ZDnQa
Shapiro-Wilk
_
H() : X ~ Normal W= (TL — 1)5’2
H1 X 74 Normal n/2 ¢ We < Wn,a

b= 21 an—i+1(Xn—it1) — X@))

Tabla 5.2: Contrastes no paramétricos I
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Hipdtesis Estadistico R. Critica
Test de los signos
T = N° de valores inferiores a Cj T, <k
{Hg : C =Cp
Hy: C#Co Bajo Hy, T ~ B(n/,po) U
P[Tgkil]S% P[TZ]{?Q]S% Te > ko
HQ : C= 00
H120<C() P[Tgkl]fa Te<k1
Hy: C=0Cy
H1:C>Co P[TZkQ]SOé T. > ko

Test de Rangos-Signos (Wilcoxon para una muestra)

- \/2n(n +1)(2n+1)/3

Ho: M, = M,
Hy: M, # M., T, =min{T+, T~} T, < Tn/%
Hy: M, =M.,
Hy: M, < M., Si n grande se usa: T < Ty,
Ho: M. =M, L

{Hl .M, > M, |Z AT —n(nt1) | w0, 1)) |7~ < Ty

Tabla 5.3: Contrastes no paramétricos 11
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Hipdtesis Estadistico R. Critica
Test U. Mann-Whitney
1
Ulznl.n +'I’L1(7L;H_R1
Hy: Fx =Fy na(ng + 1
{H1 : Fx #Fy ngnl-n2+M—R2 Ue < Upnymosa
H() : FX EFY Ue:min{Ul,UQ}
Hi: Fx < Fy Si n1,n9 > 9 se usa: Ui <Unjnsye
HO : FX = Fy
{Hl : Fx > Fy |Ue~ N <n1én27 n1-n2(n112+n2+1)> Us < Un1,n27a
Kolmogorov-Smirnov para dos muestras
Hy: Fx = Fy Fx. Fy
{Hl : Py ;’é Fy D, = maX L — : D, > Dnl,ng,a
1 Ny Ty
Test de los signos (2 muestras relacionadas)
Hy: M.(d)=0 d=z—-y
Hy: M.(d)#0 Se aplica el test de los signos.
Test de Wilcoxon (2 muestras relacionadas)
Hy : Me(d):O d:i_y
Hy: M.(d)#0 Se aplica el test de Wilcoxon.

Tabla 5.4: Contrastes no paramétricos I11
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Capitulo 6

Anadlisis de la Varianza

1. Introduccion

Este capitulo estd dedicado al estudio de una de las herramien-
tas mas valiosas de la Inferencia Estadistica, el Andlisis de la Varianza
(ANOVA). Desarrollada por Fisher en la década de 1920 para resolver
diversos problemas agricolas, ha llegado a instaurarse como una de las
técnicas mas utilizadas en el analisis estadistico de los disenos de expe-
rimentos aplicados a diferentes campos de las Ciencias Experimentales,
Ciencias de la Salud o Ciencias de la Educacién.

Las siguientes situaciones reales ilustran algunos problemas que
pueden ser abordados a través del andlisis de la varianza.

Ejemplo 6.1

= Un agricultor esta interesado en estudiar si la apli-
cacion de un abono en distintas dosis influye en el
rendimiento de su plantacion de maiz.

= Un laboratorio investiga si existen diferencias en la
efectividad que tienen varios farmacos para com-
batir una determinada enfermedad.
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» FEl director de un colegio esta interesado en compa-
rar el rendimiento de tres métodos de aprendizaje
sobre la comprension lectora de sus alumnos.

= Un laboratorio desea mejorar el rendimiento de
un proceso quimico y para ello quiere averiguar los
efectos que la temperatura y el tiempo de reaccién
ejercen sobre el mismo.

En todos los ejemplos anteriores se pone de manifiesto la necesidad
de estudiar la influencia de un determinado factor o grupo de factores
sobre una variable respuesta. Para ello, se comparan los efectos que
las distintas dosis o niveles del factor producen en dicha variable. Esos
niveles del factor, también denominados tratamientos, pueden ser de
naturaleza cuantitativa o cualitativa.

Ejemplo 6.2 En el ejemplo del colegio, la variable bajo estudio o
variable respuesta es el rendimiento en la compren-
sion lectora, y el factor que se esta considerando es
el método para la ensenanza de la lectura, con tres
niveles correspondientes a cada uno de los métodos.

En el caso del laboratorio que desea mejorar el ren-
dimiento de un proceso quimico, la variable res-
puesta es dicho rendimiento y los factores que se
estan estudiando son la temperatura y el tiempo
de reaccion.

Puede ocurrir que el efecto producido por un nivel de un deter-
minado factor esté influenciado por los niveles de otros factores. En ese
caso, se dice que existe una interaccion entre dichos factores, es decir,
no actian independientemente.

Ejemplo 6.3 El efecto producido por un determinado tiempo de
reaccion sobre el rendimiento de un proceso quimi-
co esta influenciado por los distintos niveles de tem-
peratura, y reciprocamente.

Formalmente, el Andlisis de la Varianza permite analizar y com-
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parar experimentos en los que se describe una variable respuesta cuan-
titativa en funciéon de otras variables, cuantitativas o cualitativas, de-
nominadas factores. Segin se esté estudiando un tnico factor o varios,
se distingue entre ANOVA de un sélo factor o unifactorial, y ANOVA
multifactorial. Este capitulo se centra en el estudio del ANOVA unifac-
torial.

2. Modelo ANOVA unifactorial

Se sabe que sobre una determinada variable, X, influye un factor,
6, con k niveles, cuyos efectos interesa estudiar. El problema que se
plantea es analizar si los distintos niveles del factor bajo estudio influyen
de igual modo en la variable respuesta.

Para comprender el fundamento del andlisis de la varianza en el
caso unifactorial, se propone el siguiente ejemplo. A través de él se in-
troducen, de modo intuitivo, las claves del modelo.

Ejemplo 6.4  Se esta realizando un estudio sobre el desarrollo
vy crecimiento de las doradas que se crian en las
distintas piscinas de una piscifactoria.

Se sabe que en el crecimiento de las doradas influ-
yen diversas causas o factores, como la salinidad, la
oxigenacion, la temperatura del agua, la luz, el tipo
de alimentacién, asi como la cantidad diaria de la
misma, la propia constitucion genética del pez, etc.
Todos ellos actian de un modo u otro, con mayor
o menor intensidad, provocando la existencia de
diferencias en el crecimiento.

En concreto, el estudio se centra en los efectos que,
sobre el crecimiento de las doradas, ejerce una pro-
teina que se les suministra diariamente como com-
plemento a su alimentacion. Si ésta es suministrada
en distintas dosis, jlos efectos de las dosis sobre el
crecimiento seran diferentes?

Se trata de un problema tipico del analisis de la va-
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rianza donde sélo se estudia un factor, la proteina,
y los efectos que producen distintos niveles de ésta
en el crecimiento de las doradas.

Evidentemente, si la aplicacién de los diferentes ni-
veles de esta proteina producen un efecto analogo
en el crecimiento de las doradas, se deducira que
dicha proteina no influye en el crecimiento. Por tan-
to, el objetivo sera contrastar la hipétesis de que
todos los niveles del factor actiian de igual forma.

Al estudiar la variabilidad que aparece en el creci-
miento de las doradas sometidas a distintos niveles
de proteina, debe considerarse que ésta puede de-
berse tanto al nivel de la proteina como a cualquie-
ra de los restantes factores. Por tanto, a la hora de
plantear el problema habra que tener este hecho en
cuenta.

Para abordar este tipo de problemas, el modelo que se propone
es el siguiente: puesto que la variabilidad de la variable respuesta se
debe a multitud de factores, se trata de dividir esa variabilidad en dos
partes, la originada por el factor bajo estudio y la variaciéon producida
por el resto de factores, conocidos o no, denominada error experimental.
Tedricamente esto es posible, como se verd mas adelante.

En definitiva, el ANOVA nos va a permitir decidir si los distintos
niveles del factor establecen diferentes subpoblaciones en la variable res-
puesta, o, por el contrario, el comportamiento de la variable respuesta
es la misma para todos los niveles y se tiene una tinica poblacion.

Como ha quedado de manifiesto, el problema de averiguar si los
distintos niveles del factor afectan de igual modo a la variable respuesta,
se plantea como un contraste de hipétesis. Para lo cual, habra que utilizar
algunas de las técnicas ya vistas en los capitulos anteriores.

El primer paso serd expresar matemdaticamente el modelo que se
esta estudiando, para, a continuacién, descomponer la variabilidad total
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de las observaciones y realizar el correspondiente contraste de hipdtesis.
2.1. Especificacién del modelo

Se desea comparar los efectos de k tratamientos o niveles de un
unico factor sobre una determinada variable.

En este modelo se distinguen la variable cuantitativa respuesta,
X, y la variable independiente o factor, §. Supéngase que dicho factor
se corresponde con una variable cualitativa con k niveles, (01, ...,0k).

De cada nivel 7, se extrae una m.a.s. de tamano n;. El tamano
de cada una de las muestras no tiene por qué ser el mismo, aunque
cuando si lo es, el modelo se dice equilibrado y tiene ventajas sobre los
no equilibrados, como se comentard mas adelante.

La siguiente tabla recoge los N = Zle n; valores obtenidos en las

k muestras de tamanos nq,...,nk.
Nivel Observaciones Total | Media muestral | Media poblacional
1 Tl T12 ... Tipg | T1. T p1
2 | xo1 w2 ... Top, | T2 T2 12
k| Tk ke oo Tkpy | Tk Tk, [k
Valores globales T, T I

Donde z; representa el total de las observaciones en el i-ésimo nivel, es
decir, Z?;l x;j = i, y T;. es el promedio de las observaciones en dicho

nivel 7, es decir, 7; = 7&.
T

A su vez, la suma de todas las observaciones viene dada por
k n;
T.=2 2w
i=1j=1
y la media general de todas ellas por

T =

2| =
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El modelo de analisis de la varianza de un sélo factor se expresa:
Xi=pi +¢; 1=1,...,k

donde p; seria la parte de X; explicada por el factor, la media de la
poblacién del nivel 4, y &; es la variacién causada por los factores desco-
nocidos o no estudiados. Este modelo también se puede expresar como:

X, = w4+ +e, (6.1)

donde u; = p + §;, siendo:

w: la media global de la poblacién, parametro comun a todos los niveles.

d;: el efecto diferencial respecto a la media global del i-ésimo nivel del
factor sobre la respuesta.

€;t la componente aleatoria del error, la parte de la variable no expli-
cada por u y §;, es decir, el efecto de los factores extranos o no
controlables.

El modelo definido por (6.1), describe dos situaciones con respecto
al efecto de los tratamientos. Cuando los k tratamientos son selecciona-
dos especificamente por el experimentador, se dice que el modelo es de
efectos fijos y sus conclusiones no pueden hacerse extensibles a otros
niveles similares que no hayan sido considerados especificamente. Por el
contrario, cuando los k tratamientos constituyen una muestra aleatoria
de una poblaciéon de tratamientos, se dice que el modelo es de efectos
aleatorios o modelo aleatorio. En este tltimo caso, el objetivo serd gene-
ralizar las conclusiones extraidas de una muestra a todos los tratamientos
de la poblacién. Cuando hay mas de un factor, puede ocurrir que unos
sean fijos y otros aleatorios, en ese caso se denomina modelo mixto.

Nuestro estudio se centra en el modelo de efectos fijos. En dicho
modelo, puesto que los k niveles del factor son todos los que existen, los
efectos §; son constantes, es decir, no son variables aleatorias. De esta
forma, en el modelo

Xi = p+0; + €,
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las tinicas variables aleatorias son los X; y los &;.

Por otra parte, deben verificarse las siguientes hipétesis:

= Los ¢; son variables aleatorias independientes.
s Los ¢; se distribuyen normalmente.

» Var[g;] = 02, siendo o constante para todos los niveles del factor.

Estas hipétesis son fundamentales para el buen funcionamiento del mo-
delo, por lo que antes de aplicarse el ANOVA deberd comprobarse que
se verifican. Por esta razon, se ha dedicado un apartado a analizar la
validacion de dichas hipdtesis.

En estas condiciones se tiene:

L. E[X;] =E[p +&] =
2. Var[X;] = Var[u + 6; +&;] = o

3. X son independientes ya que ¢; son independientes, y por tanto
Xz' ~ N(,U,Z, 0’).

Puesto que el estudio que se esta realizando se centra en los efectos
de los distintos niveles del factor sobre la variable respuesta, interesa
probar hipdtesis sobre los §;, i = 1, ..., k. Para lo cual, habra que estimar
previamente los parametros del modelo.

2.2. Estimacién de los parametros

En el modelo ANOVA de efectos fijos, a partir de la tinica infor-
macion disponible, es decir, las observaciones x;;, se tienen que estimar
w, o2y é,i=1,... k.

Intuitivamente, dado que §; = p; — u, si se estima p y p; por las
respectivas medias muestrales, esto es, T, y T;_, se tiene que la estimacion
de ; ser& T; — T...



156 Capitulo 6. Andlisis de la Varianza

Otra forma de obtener estimadores de p y d; es recurriendo al
método de minimos cuadrados, para ello:

k n; k ng
L, 01y, 0k) = ) ery = > > (wij — = 6)?

i—1j=1 i—1j—1
oL | _

o | =0

OL 0. s

55, ﬁ75i_07 i=1,...,k.

Obteniéndose como ecuaciones normales:

Npg + n131 + n2(§2 + -+ nkgk = x.
nift + nid = .
nafl +  node T2,
nkfl

+ nk;gk = T

Debido a que las ecuaciones no son independientes, la solucién no es

Unica. Considerando los efectos de los niveles como desviaciones de la
media general, se tiene la restriccion:

lo que da como solucién del sistema,

> =

=T,

=9

i =T — T,

i=1,....,k,

coincidiendo con las estimaciones obtenidas de forma intuitiva

Para conseguir un estimador del error, €;; = x;; — u — d;, basta
sustituir las estimaciones obtenidas de u y ¢;, resultando:

Eij=Tij —T.— (T —T.) =wij — Ty
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Para obtener un estimador de o2, se recurre al error experimental,
Eij:
k n; a2
o 2uim12.j2165
g =
N
Los estimadores de los €;5, €;5, no son independientes, ya que estan
sometidos a las restricciones que resultan al estimar los pardmetros. Es
decir,

S g
N Zag=17hg
fli = Tj=——"
n;
Zgij = vaz’j—nifi.z(), i=1,...,k.
Jj=1 j=1

Se tienen £ ecuaciones de restriccién y n; valores de &;; que determinar
en cada una de ellas. Puesto que Z?;l €;j = 0 para el efecto i-ésimo,
bastara con conocer n; — 1 valores de &;;, pues el otro quedard inme-
diatamente determinado. Luego el nimero de valores no determinados
a priori serd S (n; —1) = N — k.

Dado que

k ng 22 ~92 k ng — N2
im12 =165  No* 3 Z Tij — T,
o2 o2

i=1j=1 g

y debido a que las observaciones x;; son independientes, se verifica que

i T — s 2
Z i 7. 2

=1~ ¢
luego
N&2 9
2 ~ XN—k>
por tanto,
N&? o N—k ,

con lo que un estimador insesgado de o2 es

Zf:l 2?21 512]'
N —k
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2.3. Contraste de hipétesis

Como ya fue mencionado anteriormente, en el modelo ANOVA
de un factor con k niveles, interesa saber si todos los niveles del factor
producen el mismo efecto. Es decir, en el modelo

Xi = p+0; + €,

se quiere contrastar la hipdtesis de que §; = 0, para i = 1,..., k. Como
d; = p; — i, en realidad el contraste que se plantea es si u; = u, para
i=1,...,k.

Se trata, pues, de realizar el contraste

Ho:p=pe2=-=pp=p
Hy: p; # p, paraalgini € {1,...,k}.

Cabria preguntarse si este contraste puede realizarse mediante
comparaciones dos a dos por las técnicas vistas en capitulos anterio-
res. El problema radica en que no se puede realizar contrastes sobre la
diferencia de dos medias de forma aislada, a un nivel de confianza 1 — «,
ya que no se sabe con seguridad cudl serd el nivel de confianza para el
conjunto de todos los contrastes. Esto podria provocar, por ejemplo, el
rechazar la hipétesis de igualdad de medias siendo cierta con una alta
probabilidad.

Ejemplo 6.5 En el estudio de los efectos de los 5 niveles de un
determinado factor sobre una variable concreta, se
desea probar la igualdad de las 5 medias, usando
comparacion por pares. El niimero de pares posi-
bles es 10, y si la probabilidad de no rechazar la
Hipdétesis Nula en cada prueba es 1 — a = 0'95, la
probabilidad de no rechazar la Hipdtesis Nula en
las 10 pruebas es (0'95)!° = /60, si son indepen-
dientes. Se observa asi un incremento considerable
de la probabilidad de error tipo I.

El contraste F' que se propone se basa en la descomposicién de la
variabilidad total de los datos para encontrar el estadistico de contraste.
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2.3.1. Descomposicién de la variabilidad de los datos

Intuitivamente, si se estd estudiando los efectos que producen los &
niveles del factor sobre el conjunto de datos, la variabilidad total de esos
datos puede deberse a dos posibles causas: por un lado, la variabilidad
dentro de cada nivel, y por otra, a la variabilidad entre niveles.

Formalmente, tomando la (i, j)-ésima observacion,
Tij = ,u+5i+5ij
y sustituyendo p, d; y €;; por sus estimadores, se tiene

Ty =T+ (Ti. —T.) + (xij — Ti.)

(xij — T) = (TZ — T) + (l’ij — fl)

Tomando las N observaciones y elevando al cuadrado (suma de cuadra-
dos corregida),

k n; k n;
Sy =70 =33 (@ — 7.) + (0 — 7))
i=1j=1 i=1j=1
o bien,
k n; k k n;
Z (zij —F.)% = an(@ —T..)2+ZZ(%]' — ;)%
i=1j=1 i=1 i=1j=1

SCT SCT’I‘ SCE

Tomando como medida de la variabilidad total de los datos la suma de
cuadrados corregida, la ecuacién anterior muestra que dicha variabilidad
puede descomponerse en la suma de cuadrados de las diferencias entre
la media de los niveles o tratamientos y la media global, y la suma de
cuadrados de las diferencias entre las observaciones dentro del nivel y la
media en dicho nivel. Es decir,

SCr = SCry + SCp,

donde:
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SCp,: Suma de cuadrados debida a los tratamientos (entre tratamien-
tos), que mide la diferencia entre niveles. Si todos los niveles me-
dios son iguales, SC7, = 0. Cuanto mas difieran los niveles medios,
mayor serd SCr.

SCp: Suma de cuadrados debida al error (dentro de los tratamientos),
que mide la variabilidad total debida al azar o no controlada. Cuan-
to menor sea la variacién entre las observaciones de cada nivel del
factor, menor serd SCg. Si SCg = 0, para cada nivel todas las
observaciones son iguales.

Para poder estudiar y comparar la variabilidad de forma que no de-
penda de las unidades de medida, se calcula el cociente de ambas. Cuan-
do existan diferencias entre los distintos niveles, el cociente seréd grande,
mientras que cuando no existan serd pequeno. Si fuese cierta la Hip6tesis
Nula, esto es, si 1 = po = ... = urp = u, las T; tendrian que ser muy
parecidas y por tanto, cercanas a T., estando SCp, muy préxima de
cero y siendo pequena en relacién con SCg. Luego si Hy es cierta, %%1;
serd pequeno. Por tanto, parece que este cociente o alguna transforma-
cion del mismo, podria ser un estadistico apropiado para el contraste.

2.3.2. Estadistico de contraste

A partir del modelo,
Xi=p+0oi+e,

se tiene que

n;
Ti =) @ij = N+ 136 + &)
=1

Ty = p+0; + &
k n; k

T = ZZ%] = N,u—i—Zni(Si +e. .
i=1j=1 i=1

Como Y%, n;ié; =0,
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Luego,
Tij —T. =06 + (€ij —E.)

Tij — Ti. = Eij — &
T —T.=0;+ (& —E.).

A partir de estas expresiones, cada una de las componentes de la varia-
bilidad total se puede expresar del modo siguiente:

1. La variabilidad total de los datos, SC7p.

SCT = ZZ(%‘Z]—f)Q

k n;
= Zniéf—i—zz:(el] +2225 Eij —

i=1 i=1j=1 i=1j=1

Hay un total de IV desviaciones x;; —7.. que no son independientes,
ya que

por lo que el nimero de grados de libertad de SCp es N — 1.

Si se calcula el valor esperado de & teniendo en cuenta que
; ~ N(0,0), se obtiene
SC b &L El(ey; —£.)?
e[ 2] = St ey S Ee s
N-1 i=1j=1

N ‘N —1 v\

N Z”N
=1
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Denotando por MCr a la media de cuadrados %, se tiene que

bajo Hy, es E[MCr] = o%. En ese caso, MCr es insesgado para
2
o“.

2. La medida de las diferencias entre niveles, SCr,..
k
SCry = Y ni(T. — )
i=1
k
= an[(Sl + (g1 — &)
i=1

k k k
= an(;lz + Z nz(@ — E,)2 + 2 Z nzéz(a — g)
i=1 i=1 i=1

Aunque hay k niveles medios estimados, se estd trabajando bajo
el supuesto

k k
> nidi =Y ni(Ti. —Z.) =0,
i=1 i=1

luego SCrp, tiene k — 1 grados de libertad.

Si se calcula el valor esperado de SkciT{,

SCr] . 8 & ElE )
i {k—l} B ;nzk—l +§”ZT
k 2 k
_ J; 1 » 72 o
N ;nzk 1 - ) an [E[Sz] + E[E%] - E[EZE]]

1=
k 2 k 2 2 2
o; n, |o° o o
— % 2 L7 0%
;nlk—1+;k—1[ni+N N]

k 2

Y
= Eﬁ nik—ll + o2,
=1

Denotando M Cr, = %, se tiene que M Cp, estima

k 2

-
2ot
=1
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Bajo Hy, es E[MCr,] = 02, y en ese caso MCr, es estimador
insesgado de o2.

3. La variabilidad no controlada, SCg.

k n;
SCE = ZZ(%ij—fi_)z

i=1j=1

k n;
= > D (ej—5&)°

i=1j=1

Puesto que dentro de cada nivel existen n; observaciones, cada
uno de ellos tiene asociado n; — 1 grados de libertad. Como hay &
niveles, el nimero de grados de libertad de SCg es

(n1—1)+(n2—1)—|—...+(nk—1):N—k:.

Si se calcula el valor esperado de ) C’;;, se tiene que

[y - 2RSS

i=1j5=1

- ZZ(N k N-— k:n2>

i=1j5=1

= 0‘2

Denotando MCg = SC’%{, se tiene que M Cg es estimador insesga-
2

do para o°.

Bajo las hipétesis del modelo ANOVA unifactorial que se esté es-
tudiando, es posible demostrar que:

. % sigue una distribucion Chi—cuadrado con N — k grados de

libertad.

= Si la Hipdtesis Nula es cierta, Sg{ r sigue una distribucién Chi-
cuadrado con k — 1 grados de libertad.
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» SC7, y SCg son independientes.

Por tanto, si la Hipdtesis Nula es cierta, el estadistico

SCr, 1

FO o o2 k—1 o MC’TT
=35Cg 1~
o2 N—k MCp

sigue una distribucion F' de Snedecor con k—1y N —k grados de libertad.

Este estadistico proporciona, fijado un nivel de significacién «, la
siguiente regla de decisién del contraste:

Rechazar Hy cuando Fo > Fi_q k—1,N—k-
Si se rechaza la Hipdtesis Nula, esto es, que §; =0, parai=1,...,k, es

porque al menos dos de los efectos son diferentes de cero, pudiendo ser
cero el resto.

2.3.3. Tabla ANOVA
El proceso para realizar el contraste:

Ho:pr=pe=-=pu,=p
Hy: p; # p, para alguni € {1,... k}

se resume en la tabla 6.1, conocida como tabla ANOVA. Para facilitar
los célculos, se proponen las siguientes variantes de SCr, y SCg:

k k $2 xz
SCTT = an(fl —f”)2 = ' nizz — N
i=1 i=1
A3 ST 3 B 3
i=1j—1 i=1j—1 i—1 v

Si Fy > Fi_q k—1,N—k, se rechazard la Hipdtesis Nula, es decir, que
los efectos que producen los distintos niveles del factor sean iguales.
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Suma de Grados de| Media de
Fuente cuadrados libertad |cuadrados| Fp
(SC) (G.L) (MC)
k2 2
€T3 T SCr,
Entre (T o 1
ntre (Tr) ; TN k 1
b a2 SCr |MC
Dentro (E 2 N Tl N g 2 T
entro ( );;x” ;nz N_& | MCh
Total SCr,. + SCg N -1
Tabla 6.1: Tabla ANOVA
Ejemplo 6.6 Un laboratorio investiga la efectividad de 5 nuevos

medicamentos para combatir la hepatitis. Puesto
que se dispone de una cantidad limitada de cada
uno de ellos, sélo puede administrarse a 4,2,2,3 y
1 pacientes, respectivamente. Para medir la efec-
tividad, se mide el tiempo de reaccion después de
inyectar cada medicamento. Para el experimento,
se toma una muestra aleatoria de 12 personas y a
cada uno se le inyecta una dosis de uno de los medi-
camentos, seleccionado aleatoriamente. Tras medir
el tiempo de reaccién los datos se recogieron en la
siguiente tabla:

Medicamento | Tiempo de reaccion
A 83 76 84 &3
B 74 T1
C 81 64
D 79 95 100
E 71

La variable respuesta es el tiempo de reaccién, y se
esta estudiando un unico factor, el medicamento,
con 5 niveles. El objetivo sera averiguar si existen
diferencias entre los efectos que producen los medi-
camentos. Asi, si se identifican los respectivos me-
dicamentos con los niveles 1 a 5 del factor, interesa
realizar el siguiente contraste:

165
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Hy: pp=po=---=pus
Hy : :U%?é,u’ja a]glin iaje{l""75}a

para el que se supondra o = 0/05. En primer lugar,
hay que organizar los datos para su analisis.

Med. ifgna%fl ni| T |25 .’L’?j x? /n;

A |8'3,76,84,83| 4(32'6/266'10/265'69

B 74,71 2 (14/5]105'17(105'13

C 8'1,6'4 2 (14'5/106'57|105'13

D 7'9,9'5,10'0 | 3 |27'4/252'66|250'25

FE 71 1715041 | 5041
Total 12]96'1|780'91|776'61

De donde

i SCQ $2
SCr, = Y b=
Tr Z:ZI n; N

= 776'61 — XL = 701

k n; k 2

_ 2 Ly,

SCp = Q2 wh-
1=1 5= 1=

— 78091 — 776/61 = 430.

Y la tabla ANOVA para este ejemplo vendria dada
por:

Fuente| SC |G.L. MC Fy
/ 701 /
Entre | 7701 | 4 =175
/ 4’30 _ v 75 _ o
Dentro| 4'30 | 7 7 =061 061 = 2'84
Total |11/31| 11

.

Como Fygsa7 = 412 > 2'84 = Fy, se concluye
que no se puede rechazar la hipdtesis de que los
medicamentos tengan el mismo efecto.
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2.3.4. Intervalo de confianza para la media

El contraste que se viene analizando permite determinar si difieren
los niveles medios de los tratamientos, p;. Si dicho contraste conduce a
que los niveles medios de los tratamientos son iguales, se concluye que
desde la éptica de la variable respuesta la poblacién es tnica.

Si la poblacién es unica, el objetivo que se plantea ahora es ob-
tener un intervalo de confianza para la media de la misma. Para ello,
en lugar de aislar las observaciones en una tnica muestra y utilizar la
cuasivarianza muestral para estimar la varianza poblacional, se puede
utilizar un estimador mejor mediante el MCpg, el cual refleja informa-
cién de las muestras conjuntas e interviene en la varianza de la media
muestral bajo cada tratamiento.

En concreto, se verifica que

Ti. — i

" ~tn_p,
Varlz:] "
donde
o2
Var[@-,] = —.
n;

Estimando o2 por MCE, se tiene que, la estimacién por intervalos de
confianza, al nivel 1 — «, para la media u; es:

MC
IC () = lxz +l1-g Nk nE] :
(A

Si en la realizacion del contraste no se tuvieran evidencias para re-
chazar la hipétesis de igualdad de medias de los diferentes tratamientos,
se puede estimar la media comun de todos los tratamientos a través de
la media T_. Ya que esta verifica que

7. —

L ~tn_1,
Var[z_| Nt
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y estimando de nuevo o2 por M CE, se tiene que el intervalo de confianza,
al nivel 1 — «, para la media p es:

_ MCg
IC o(p) = |T.£ti_g N1 N
3. Contrastes miiltiples
Cuando la realizacion del contraste:
Hy : P1 =g ===
Hy: p; #p, algini € {1,...,k},

lleva a rechazar la Hipétesis Nula, es decir, a que los niveles medios de
los tratamientos sean diferentes, se concluye que existe influencia entre
el factor aplicado a la variable bajo estudio y la propia variable. Ahora
bien, con el objetivo de realizar un estudio mas detallado, se analizaran
cudles son los niveles que presentan medias diferentes.

Esto supone, bien estimar las medias individuales de cada una
de las poblaciones, o bien comparar pares de medias de poblaciones en
términos de sus diferencias estimadas.

Como ya se comenté anteriormente, los problemas surgen cuando
se comparan pares de medias de forma aislada, ya que incrementan la
probabilidad de error tipo I. Por esta razon, se proponen los denominados
procedimientos de comparaciones maultiples.

Los procedimientos de comparaciones multiples se pueden agrupar
en dos categorias: procedimientos de comparaciones simultdneas , donde
se utiliza el mismo estadistico con cada par de medias y procedimientos
de comparaciones secuenciales, donde el estadistico depende del niimero
de medias muestrales que se encuentran entre las dos que se contrastan,
tras la ordenacién previa de las k medias.

A continuacién, el estudio se centra en el anélisis de estos procedi-
mientos con el fin de detectar diferencias significativas entre las medias
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de los distintos niveles del factor, cuando se ha rechazado la Hipétesis
Nula propuesta en el contraste del analisis de la varianza. De ahora en
adelante se trabajara con un nivel de significacién conjunto c.

3.1. Test de Duncan

Para efectuar comparaciones multiples entre k medias, el test de
Duncan requiere de la media de cuadrados del error, M Cg, sus grados
de libertad y que el nimero de observaciones por nivel sea el mismo en
todos ellos, es decir, n; = n; = n, Vi, j.

Tras ordenar de forma creciente las k& medias muestrales o prome-
dios de tratamiento, se determina el error estandar en cada promedio
usando

. MCg
Op = .
n

La idea de este test es calcular las diferencias entre las dos me-
dias a comparar, y averiguar si es mayor que una cierta cantidad que a
continuacién se calculard, R,. Si es asi, se rechazard que ambas medias
sean iguales al nivel de probabilidad elegido; de las medias que estan
entre ellas no se puede decir nada, por lo que sera necesario continuar
el contraste. Si la diferencia en cambio es menor que R, no se puede
rechazar que ambas medias sean iguales, sucediendo lo mismo con todas
las contenidas entre ellas.

Para calcular R, siendo p el nimero de medias entre las dos a
comparar, ambas inclusive, es necesario conocer el valor tabulado para
el recorrido de Duncan, 7,, dado en la tabla A.44. Este viene dado por
rp = Cl—ap,N—k, siendo N — k los grados de libertad del error. Una vez
conocido 7, el valor de IR, viene determinado por la expresién

M
R,=mp, CE.

n

Ejemplo 6.7 Un grupo de psicélogos y naturalistas estan estu-
diando las causas del insomnio para intentar encon-
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trar el modo de solucionarlo. Tras muchas investi-
gaciones, dieron con cinco métodos que facilitan el
sueno: pastillas, hierbas naturales, autosugestion,
yoga y gimnasia. Tras someter a varios pacientes
que sufrian insomnio a cada uno de estos métodos,
asignados aleatoriamente, las horas de sueno se re-
flejan en la siguiente tabla:

Pastillas Yoga Autosuges. Hierbas Gimnasia
9’34 6’46 5'79 837 4'94
8’53 4’83 513 757 4'11
9’43 5’89 6'17 869 545
8’37 530 472 806 5'21
964 6’33 5’60 7'23 5’00

Se ha comprobado que existen diferencias entre los
métodos. Se trata ahora de averiguar, con un nivel
de significacién de 0’05, cudles son los métodos que
presentan las diferencias.

Se tienen N = 25 observaciones y se desea com-
parar k = 5 medias. En primer lugar se calcularan
dichas medias y se ordenaran de mayor a menor:

Ty =T1= 9’06
T(2) = T4 = 7'98
T(3) = T2 = 5'76
T(g) = T3 = 548
f(g)) =5 = 4’94

En cuanto al valor de M Cg, se obtiene
MCg = 0/3461.

Se trata ahora de ir comparando cada dos medias

con el valor
_ /MCg
RP - Tp n

donde 1, viene dado en la tabla A.44.



3.2.

6.3 Contrastes miltiples

| MC
RP = Tp nE
= 1y /L38 = ) 0/2631.

Buscando en las tablas para n = 20, se obtiene que
rs = 3'25; rq4 = 3/18; r3 = 3'10; ro = 2/95,
por lo que

R5 = 0/8551; R, = 0/8367;
R3 = 0/8156; Ry = 0'7761.

Para comparar las medias correspondientes a Pas-
tillas y Yoga, grupos 1 y 2, se procede en primer
lugar a identificar los rangos correspondientes a di-
chas medias, resultando que Ty = T(1) y T2 = T(3).
A continuacién se calcula la diferencia de las me-
dias

T(1) — T3 = 906 — 5'76 = 3'3

el niimero de medias a considerar es p = (3 — 1) +
1 = 3, por lo que dicha diferencia debe compararse
con R3 = /8156, resultando significativa.

El resultado de las restantes comparaciones se re-
coge en la tabla 6.2, donde se han marcado con *
las diferencias significativas.

Resumiendo, las pastillas y las hierbas presentan
diferencias con los restantes grupos, pudiendo con-
siderarse iguales las parejas Yoga-Autosugestion y
Autosugestion-Gimnasia.

Test de Newman—Keuls

171

Este test es similar al de Duncan, salvo que el valor critico se

obtiene de modo diferente, a partir de las tablas de recorrido studenti-
zado. Al igual que en el método anterior, se requiere que el niimero de
observaciones por nivel sea el mismo, n.
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Rangos | Diferencia | p | R,
Pastillas-Yoga (1)-(3) 3’3 3| 08156 | *
Pastillas-Autosugestion | (1)-(4) 3’58 4| 0’8367 | *
Pastillas-Hierbas (1)-(2) 108 2107761 | *
Pastillas-Gimnasia (1)-(5) 4’12 5| 0’8551 | *
Yoga-Autosugestién (3)-(4) 0’28 2| 07761
Yoga-Hierbas (3)-(2) 222 207761 | *
Yoga-Gimnasia (3)-6) | 082 | 3|08156 | *
Autosugestién-Hierbas (4)-(2) 2’5 3| 0’8156
Autosugestién-Gimnasia | (4)-(5) 0’54 2107761
Hierbas-Gimnasia 2)-(5) | 304 | 4|08367 | *

Tabla 6.2: Resultados: Test de Duncan

Las k medias muestrales se disponen en orden creciente. De nuevo
se van calculando las diferencias entre cada dos de ellas y se estudia si
son mayores que los valores

MCEg

Wp = 4da,p,N—k n

siendo p el niimero de medias que hay entre dos de ellas (incluidas éstas)
Y qap,N—k €l valor critico dado en la tabla A.42.

Si alguna de esas diferencias es mayor que su correspondiente W,
se rechaza que las medias sean iguales; en caso contrario, no se puede
rechazar que sean iguales.

Ejemplo 6.8 Para los datos del ejemplo anterior, se calcula

MC
Wp = qa,p,N—k\/ nE’

donde
do,p,N—k = q0'05,p,20, P =2,...,9,
obteniéndose
g5 = 4'23; q4 = 3'96; q3 = 3'58; g2 = 2/95.

Por tanto,
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W5 = 1'1155; Wy = 1'0419;
W3 = 0'9419; Wy = 0'7761.

A continuacién se van comparando medias.

Medias 1y 5: 71 — 75 = 4’12 > W5 = 1’1155, por
tanto, se rechaza la hipétesis de igualdad de las
medias 1y 5.

Comparando todas las medias, se llega a los mis-
mos resultados que con Duncan, salvo que para el
caso de las medias 2 y 5: Ty — T5 = 0/82 < W3 =
0’9412, luego no se puede rechazar la hipétesis de
igualdad de ambas medias. Nétese que con el méto-
do anterior se rechazaba pero por una diferencia
muy pequena.

Por tanto, los resultados son basicamente los mis-
mos que en el ejemplo anterior.

Test de Bonferroni

173

El test de Bonferroni para comparaciones muiltiples estd basado

en la distribucién ¢ de Student. Al contrario que sucedia en los test
anteriores, aqui no es necesario que el niimero de observaciones por nivel
sea el mismo, pero requiere la especificacion previa del nimero total de
estimaciones a realizar, m. A su vez, se trata de un procedimiento no
secuencial, recurriendo a un tnico valor critico para todas las diferencias.

La expresion que proporciona los intervalos de confianza para las

m combinaciones lineales, L;, siendo para todos ellos el nivel de confianza
1 — «, viene dada por

ﬁi + tlfﬁ,ka\/ Var[f/i].

En el caso, L; = p; — pj, las estimaciones por intervalos de con-

fianza de Bonferroni para las diferencias en los valores medios de los
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tratamientos, a un nivel 1 — «, vienen dadas por

1 1
i~ T b k| MO <n» " n-)
t J

y por tanto, se rechazard la hipdtesis de igualdad de las medias i y j
cuando

1 1
@i, =T > ti- o gy | MCE ( + )
m n; nj

3.4. Test HSD de Tukey

El test HSD de Tukey, al igual que sucedia con el anterior, utili-
za, un unico valor critico para todas las diferencias posibles, en vez de
comparar cada media con un valor distinto que dependa del nimero de
medias contenidas en la comparacion. En este sentido, este test es no
secuencial. En concreto, el valor critico utilizado es el que aparece en las
tablas de recorrido studentizado para p =k, gk, N—k-

Para determinar si los valores medios de dos tratamientos difieren
0 no, sean por ejemplo p; y i, con i # j, se determina el error estandar
de la diferencia de medias entre las muestras. Este es

11
Eij= | MCg < + )

n; nj
A partir de él se construye el valor

HSD,; = ok, N~k Ei,

V2

donde el valor g, 1, n—k viene dado en la tabla A.42. Se considerard que
las medias p; y pj son distintas cuando

|di ;| = [Ti. —Tj| > HSD; ;.

Este estadistico permite construir intervalos de confianza para to-
das las diferencias de medias, con un nivel de confianza de al menos
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1 — «, que viene dado por:

Cuando todos los tamanos muestrales son iguales, el nivel de confianza
por el método de Tukey es exactamente 1 — . Si los tamanos muestrales
son diferentes, el nivel de confianza para todas las comparaciones por
parejas serd mayor, es decir, el método es conservador, proporcionando

Ti — Ty, + HSDLJ

estimaciones menos precisas.

Ejemplo 6.9

Si se le aplica el test HSD de Tukey a los datos
del ejemplo 6.7, donde

n; = 9, ViE{l,...,5},
se obtiene lo siguiente:

El valor de qa 1, N~k = G0'05,5,20 = 4'23 se encuentra
en la tabla A.42. A partir de éste se calcula
0/05,5,20
HSDZ'J = | \/’5’ E@j.
Como los tamarios muestrales son todos iguales, el
valor de F; ; es constante, siendo éste,

B=Ey; = \[MCpE

= 026312,
luego

HSD = HSD,‘J‘ = 40'05,5,20 ° 0/2631
4'23 - 0'2631 = 1’1155,

que es constante para todas las medias.

Si se realizan los contrastes de igualdad de cada dos
medias al igual que se hizo con Duncan y Newman—
Keuls, se sacan bdsicamente las mismas conclusio-
nes, salvo en un caso: el método de las pastillas y
el de las hierbas se pueden considerar iguales segiin
el test de Tukey.
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3.5. Test de Scheffé

Hay ocasiones en las que no se sabe de antemano cuantos contras-
tes se desean realizar, o situaciones en las que interesa realizar mas de
k — 1 posibles comparaciones. En estos casos se recurre al método de
Scheffé, que permite realizar cualquier contraste, incluso aquellos que
plantean combinaciones lineales de medias de los tratamientos. Para la
realizacién de este test, no es necesario que el nimero de observaciones
por nivel sea el mismo.

Partiendo del modelo ANOVA:
Xi =K + (51 + &

se define Contraste como

k k
L= Zcm}-, con Zci =0,
i=1 =1

que no es sino una combinacién lineal de los k efectos. Como puede
observarse, este contraste equivale a

k k
L:ZCiMi; con Zci:O,
i=1 i=1

ya que p; = p+ 6y SF ¢ = 0.

Puesto que L es desconocido, se puede obtener una estimacién de
la expresién anterior sustituyendo p; por su estimador, Z; . Asi pues, se
tiene que

k
L= Z CiT;..
i=1
En cuanto a la varianza de L, se comprueba que vale
k2
7

k
U% = Var[L] = ZCZQ Var[z; | = o Z c%,

i=1 =1 v
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y su estimaciéon

[

ct
)
7

3

k
~2
62 =MCp)
i=1
siendo MCp la estimacién de o2.

Asi pues, el intervalo de confianza para L, a un nivel 1 — «, viene
dado por

L+ 6L\/(k —1)Fi_qk—1,N—k-

Esto se traduce en lo siguiente. Si se pretende probar la hipdtesis
de que el contraste L difiere significativamente de cero, la regla de de-

cisiéon que se adopta es si |ﬁ\ > &z\/(k —1)F\_q k—1,N—k, se rechaza la
hipétesis de que el contraste L es igual a cero.

Puesto que lo que ha motivado el planteamiento de los contrastes
multiples es la necesidad de averiguar si un nivel del factor presenta un
efecto mayor que el de otro, se trata ahora de particularizar este método
al estudio de contraste de parejas de medias.

Si se quiere contrastar

Ho @ pi = pj
Hytopi # py

la diferencia L = p; — p; es un contraste de los definidos anteriormente,
ya que la suma de sus coeficientes da cero. Averiguar si las medias i y
j difieren es estudiar si la diferencia L es significativamente distinta de
cero. Por tanto, bastara comprobar si

L] > %\/(k — DFi—ak-1,N—k;

es decir, si

T, — @] > 5&\/(’“ —D)Fi_ak-1,Nk

De ser asi, se rechazaria la hipdtesis de igualdad de medias.
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Ejemplo 6.10 Se quiere estudiar el grado de cultura que tienen
los jévenes entre 14 y 17 anos segtin el nivel socio—
econdémico, que podria clasificarse en 5 grupos: A,
B, C, D y E. Aleatoriamente se toman muestras de
6 jovenes pertenecientes a cada nivel y se les somete
a un test, obteniendo los siguientes resultados:

A/ B|C|D|E
32137302539
351393530 |42
27130 |28 |22 |28
31133342733
38 |42 |34 |31 |47
29128130 (21|30

Suponiendo que entre los cinco niveles existen di-
ferencias significativas, se trata de averiguar entre
qué grupos se dan las diferencias, para lo que se
recurre al test de Scheffé.

En primer lugar, se quiere realizar el contraste

Hoy @ py = po
Hy:pa # po

Se trata de averiguar si

|1, —Z2.| > %\/(k‘ —D)F_ar-1,Nk

para el nivel de significacién 0'05. Esto es equiva-
lente a
(T1.—T2.)? 1

57 1 > Fiak-1,N-k
L

La tabla siguiente recoge los datos necesarios para
aplicar el test:



6.3 Contrastes miltiples
HO Fe
p1 = p2 | 0'24
p1 = p3 | 0°00
p1 = pg | 108
p1 = ps | 0'61
p2 = p3 | 027
po = py | 0'34
p2 = ps | 0'08
p3 = piq | 1'02
p3 = ps | 065
pra = pis | 3’31

Tabla 6.3: Resultados del test de Scheffé

x x? n Z;.
A 192 | 6224 | 6 32
B 209 | 7427 | 6 | 34’83
C 191 | 6121 | 6 | 31’83
D 156 | 4140 | 6 26
FE 219 | 8267 | 6 | 36’5
Total | 967 | 32179 | 30 | 32'23
SCg 625’17
MCEg = = = 2501.
EZN % 25
Se calcula
— = \2 ! 2
T — T 1 —2'83 1
( 1. — 2.) k 1 — 2 E : ) : Z 20/24

Como Flfa’kfl,N,k = F0/9574’25 =276 < 0/24, no
se puede rechazar la hipotesis de igualdad de las
medias 1 y 2, es decir, que no existen diferencias
significativas entre el grupo A y B.

Habria que seguir realizando los contrastes de pares
de medias hasta comparar todas. Los resultados
obtenidos se recogen en la tabla 6.3, donde se han
marcado con * las diferencias significativas.

179
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3.6. Diferencias entre los test de comparaciones miultiples

Dependiendo de que las comparaciones sean entre parejas de tra-
tamientos o més generales, serd mas aconsejable el test de Tukey o el de
Scheffé. En el caso de comparaciones de parejas de tratamientos, puesto
que el de Tukey proporciona intervalos de confianza de menor longi-
tud, se preferird al de Scheffé. Sin embargo, puesto que normalmente los
contrastes que se realizan son més generales, el test de Scheffé tiende a
proporcionar, en esos casos, intervalos de confianza de menor longitud.

Si el numero de contrastes a realizar es, a lo sumo, el nimero de
tratamientos, es preferible el test de Bonferroni al de Scheffé. De hecho,
para que el test de Scheffé sea mejor, el nimero de contrastes debe ser
bastante superior al de tratamientos o niveles del factor.

Por otra parte, en lo que respecta a la eleccién entre Duncan,
Newman—Keuls o Tukey, todo depende del riesgo que se esté dispuesto a
correr al aceptar mas o menos diferencias entre las medias. Se elegira en-
tre uno u otro segun se esté interesado en un menor o mayor ntmero de
diferencias significativas y el grado de seguridad con que pueda tomarse.

4. Validacion del modelo

En el modelo ANOVA de un factor,
Xi=u+do+e, Vi=1,....k

se parte del supuesto que g; ~ N(0, o) y de que las muestras son indepen-
dientes. Cuando estas suposiciones son validas, el modelo proporciona
una prueba exacta para la hipotesis de igualdad de medias de los niveles.
Pero en la practica, éstas no se suelen cumplir con exactitud, por lo que
antes de aplicar el analisis de la varianza deberd comprobarse que tales
suposiciones son ciertas.

Para averiguar si se cumplen las mencionadas condiciones pa-
ramétricas de aleatoriedad, normalidad y homocedasticidad de los re-
siduos o errores, se hace uso de algunos de los contrastes vistos anterior-
mente.
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Asi, para estudiar la aleatoriedad de los €;, se puede recurrir al
test de rachas. En cuanto al estudio de la normalidad de los residuos, lo
mejor es realizar uno de los siguientes contrastes: el test de la x?, el test
de Kolmogorov—Smirnov—Lilliefors o el test W de Shapiro—Wilks.

4.1. Homocedasticidad

Para estudiar si los residuos provienen de poblaciones Normales
de igual varianza, es decir para comprobar la homocedasticidad, existen
varios test que contrastan dicha igualdad de varianzas en k poblaciones.
Los contrastes de Bartlett y Hartley, que suponen que cada una de las k
poblaciones es Normal y que se han obtenido de cada poblacién muestras
aleatorias simples, o el de Cochran, son algunos de los que se proponen.

El de Bartlett es un contraste general que abarca tanto el caso de
tamanos muestrales iguales como desiguales; sin embargo, el de Hartley
sélo es aplicable si los tamanos muestrales son iguales, y se ha disenado
para ser sensible a diferencias sustanciales entre la varianza poblacional
més grande y la méas pequena. El contraste de Cochran se preferira cuan-
do la mayor varianza muestral sea mucho mayor que el resto, o cuando
el nimero de niveles por factor sea superior a 12.

En los tres, el contraste que se pretende realizar es el siguiente:

Hy:01=09=---=0y
Hy: 0; # oj,para algin i # j

4.1.1. Test de Bartlett

Para resolver el contraste de igualdad de varianzas propuesto, se
recurre al siguiente estadistico:

k
B=5 l(N —k)log S? — <Z(ni —1)log SQN :

=1

donde S?

A ,ka representan las cuasivarianzas muestrales, S? denota
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la cuasivarianza ponderada,

¢ N —k ’

y donde C viene dada por

1 LI | 1
3(k—1) | ni—1 N-Fk|

C=1+

Para un nivel de significacién «, el test de Bartlett rechaza Hy, si
B> 3 .
k—1,1—«

Observacién 6.1 La aproximacion a una Chi-cuadrado se considera
apropiada cuando n; > 5,1 =1,... k.

FEl test de Bartlett es sensible a desviaciones de la normalidad, en
cuyo caso no es recomendable.

Ejemplo 6.11 Se esta realizando un estudio para averiguar cuan-
to difieren los niveles de una determinada sustancia
quimica en tres grupos de personas que han seguido
dietas diferentes. Para ello se tomaron las siguien-
tes muestras, que se saben estan normalmente dis-
tribuidas:

Dieta 1 | Dieta 2 | Dieta 3
256 266 269
628 256 256
253 258 620
256 320 452

450 286

256

Con el proposito de averiguar en estudios posterio-
res si el nivel de la sustancia depende de la dieta,
se va a llevar a cabo un anélisis del cumplimiento
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de la condicion de homocedasticidad, a través del
test de Bartlett. El contraste que se plantea es

Hy:0? =03 =03
Hy:0? # 032-, para algun i # j
El estadistico que se utiliza es
k
B=} l(N — k) log S? — <Z(ni —1)log Sgﬂ
i=1

siendo

1 Fooq 1
- 14— — .
¢ = 3 L;ni—1 N—k]

Es sabido que B ~ X%—l' Para k = 3 y puesto que
N =15, n, =4, no =5 yng =6, el valor de C
sera,

C

1 |1 1 1 1
L+ g5 |3 +1+5— 5
1'1167.

Calculando las cuasivarianzas muestrales,

1 &
S = g =T
(] le
1 i 1 [& ’
2
T o1 ij . inj
g j=1 t\j=1

S2 = 34784'25; 52 = 6814; 52, = 22275'9

1=

y el valor de S? resulta
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1
Sz = 5 [3-34784'25 + 4 - 6814 + 5 - 222759
242988'25
- —0 - 20249'0208.

Luego, sustituyendo en la expresion de B, se llega
a que B = 2/0206. Para un nivel de significacién de
0’05, el valor de X§,0/95 = 599, que resulta ser ma-
yor que el de B, por lo que no se puede rechazar la
hipétesis de igualdad de varianzas, asumiendo por
tanto, que se verifica la hipdtesis de homocedasti-
cidad.

4.1.2. Test de Cochran

El test de Cochran para muestras del mismo tamano, n, propone
como estadistico la razén entre la mayor varianza muestral y la suma de
todas las varianzas muestrales, es decir,

MAax|<j<k 5’2-2

¢= Zk_l 2

En la tabla A.39, aparecen los valores criticos para este contraste. Si
resulta que C es mayor que el valor que alli apareciese para k y n, se
rechaza la hipotesis de igualdad de varianzas.

Ejemplo 6.12 Supdngase que se esta estudiando un factor que
tiene 5 niveles, de los cuales se extraen cinco mues-
tras aleatorias de tamano 10. Se conocen las va-
rianzas de cada una de las muestras:

S? = 26,53 = 51,55 = 40,57 =24 y S = 28.

Se trata de realizar el contraste de igualdad de va-
rianzas, al nivel de significacién de 0’05, para las
muestras anteriores, a través del test de Cochran.

El estadistico de contraste viene dado por:
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/ 2
o A s
-k 169
> 8
=1
= 0302.

Buscando en las tablas de Cochran para o = 005,
k =5 yn = 10, se obtiene el valor critico de 0’4241,
que resulta ser mayor que el valor de C', por lo que
no se puede rechazar la hipétesis de igualdad de
varianzas.

4.1.3. Test de Hartley

El test de Hartley se aplica cuando las k varianzas muestrales
tienen los mismos grados de libertad, es decir, cuando el numero de
observaciones por nivel sea el mismo, n. Esta basado en la comparacién
de la mayor varianza muestral con la menor, de modo que el estadistico
que se emplea es

‘ 2

max<i<k S;
/. — 2

ming<;<x S;

Cuando el estadistico H sea mayor que el valor tabulado Hj, ,, siendo
v = n—1, se rechaza la hipétesis de igualdad de las varianzas. Los valores
de Hy, vienen dados en la tabla A.45.

4.2. Transformaciones de las observaciones

Hay ocasiones en las que una transformacion en las observaciones
permite corregir alguna de las desviaciones debidas al no cumplimiento
de las hipotesis del modelo. Es el caso de los datos que, sin proceder de
poblaciones Normales, pueden aproximarse a ella.

Entre las transformaciones méas importantes destacan la transfor-
macion raiz cuadrada y la transformacién arco seno.
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4.2.1. Transformacion raiz cuadrada

Esta transformacién resulta muy 1til cuando los datos proceden
de una Poisson o, de modo general, cuando los datos observados son
nimero de elementos. En estos casos se trabaja con la raiz cuadrada de
los datos o con alguna funcién de la misma, como es

[.3
X —=.
8

4.2.2. Transformacion arco seno

Cuando los datos vienen dados en tantos por ciento, p, es decir,
proceden de una distribucién Binomial, se aconseja realizar la transfor-
macion

arcsen ,/p.

Ejemplo 6.13 Se quiere estudiar si los tres niveles de un deter-
minado factor A son iguales. Para ello, se toman
tres observaciones de cada nivel, viniendo dados
los datos en porcentajes, tal y como indica la tabla

siguiente:
Nivel I| Nivel IT | Nivel I11
81 86 12
92 89 132
9'5 74 13’1

Previo al analisis de la varianza y puesto que los da-
tos siguen una Binomial, se va a realizar una trans-
formacion de las observaciones mediante arc sen /p.
Los resultados aparecen en la siguiente tabla:

Nivel 1| Nivel II | Nivel 11T
16’54 1705 20'27
17'66 17'36 21’30
17’95 15’79 2122
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A continuacion se realiza el correspondiente anali-
sis de la varianza:

Fuente | SC |G.L.| MC Fy
Entre | 3061 | 2 |15'31
Dentro | 3'15 6 052 | 29’172

Como Fl—oz,k—l,N—k = F(Oll, 2, 6) = 3,46 y
Fy=29172 > 346 = Fl—a,k—l,N—k

se rechaza la hipétesis de que los tres niveles del
factor sean iguales.

5. Tests no paramétricos

Cuando alguna de las condiciones paramétricas del ANOVA no se
cumpla, habra que recurrir a otros métodos para contrastar la hipétesis
de igualdad en los niveles medios del factor que se estd estudiando. Los
tests no paramétricos son una alternativa al ANOVA cuando alguna de
las condiciones de normalidad, homocedasticidad o independencia falla.
Entre ellos, se estudian los test de Kruskal-Wallis, de Q de Cochran y
el de Welch.

Una vez contrastada la hipétesis de igualdad de los efectos, si ésta
es rechazada, habra que realizar un estudio para averiguar donde se
encuentran las diferencias. Para ello, se recurre de nuevo a las compara-
ciones multiples, en el que se estudia el test de comparaciones multiples
de Kruskal-Wallis.

5.1. Test de Kruskal-Wallis

El test de Kruskal-Wallis permite probar la hipétesis de igualdad
de k tratamientos cuando no se da la normalidad o la homocedasticidad,
siendo necesario sdlo que las observaciones sean independientes.

Dicho test se basa en reemplazar las observaciones por sus respec-
tivos rangos, para lo cual se toman k muestras aleatorias de tamano n;
de cada uno de los niveles del factor. A continuacién se organizan las
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observaciones x;; en orden ascendente, reemplazédndolas por su rango,

Rij.

Si el niimero total de datos es N = Zle n;, el rango 1 le corres-
ponderd al valor méas pequenio y al mas grande, N. Cuando haya obser-
vaciones repetidas, se les asignard el rango promedio a cada uno de ellas.
La suma de los rangos de las observaciones del i-ésimo nivel se denota
por R;..

Cuando no existen observaciones repetidas, el estadistico de con-
traste tiene la siguiente expresién

12 kL R2
H=— = S 2 _3(N4+1).

Cuando, por el contrario, existan varias observaciones repetidas, se uti-
liza una correccion del estadistico anterior

H
Hc = 5
c
siendo
k
> (=)
_ 1 =1
c=1 NS N

donde r; denota el niimero de observaciones repetidas en cada grupo de
repeticiones.

Cuando n; > 5 o el nimero de niveles es mayor que 3, el estadistico
H se distribuye como una Chi—cuadrado de k — 1 grados de libertad, si
la Hipdtesis Nula es verdadera. Por tanto, se rechaza la Hipdtesis Nula
cuando H > Xzfl,lfa'

Para el caso de 3 niveles y n; < 5, se recurre a los valores que
aparecen en la tabla A.40, H(«, 3, (n1,n2,n3)), de manera que se recha-
zard la Hipétesis Nula cuando H > H(«, 3, (n1,n2,n3)).
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Ejemplo 6.14 Una compania quiere comparar 5 tipos de llantas,
A, B, C, Dy E, por lo que decide probarlas en cinco
coches similares, asignandoles a cada uno de ellos
y al azar, un tipo de llanta. Sus vidas medias en
rodaje, medidas en miles de millas, vienen dadas
en la siguiente tabla:

Llantas Vidas medias
A 68 72 T7 42 53
B 72 53 63 53 48
C 60 82 64 75 T2
D 48 61 57 64 50
E 64 65 70 68 53

Se quiere contrastar la hipétesis de que no hay di-
ferencias entre ellas a un nivel de significacion del

5%.

Suponiendo que no se verifican las condiciones pa-
ramétricas, el problema se va a abordar desde el
punto de vista no paramétrico, recurriendo al test
de Kruskal-Wallis.

Para ello se ordenan los datos en orden creciente y
se les asigna su rango, obteniéndose

Llantas Rangos R;

175 21 24 1 65| 70
21 65 12 65 2'5|485
10 25 14 23 21| 93
2’5 11 9 14 4 | 405
14 16 19 175 6'5| 73

HOQwm

Se tiene N = 25 observaciones, de las cuales algu-
nas estan repetidas. La siguiente tabla refleja aque-
llos datos que se repiten y cuantas veces:

Observacién | 48 53 64 68 72 Total
T 2 4 3 2 3
r3—ry 6 60 24 6 24 120




190 Capitulo 6. Andlisis de la Varianza

Puesto que existen observaciones repetidas, el es-
tadistico de contraste es H, = g, siendo

12 kR2
H = — = N5 _3N+1
N(N+1)i2::1m SN+
k
> () =)
cC = 1-=______
N3 - N

A partir de las tablas anteriores, se obtiene
C=009923 y H=0(44
Por tanto, el valor del estadistico
/
< 0/6934213 = 049,
Para a = 005 es X%fmfa = X?LO’% = 949, re-
sultando ser mayor que el valor H., por lo que no

se puede rechazar la hipétesis de igualdad en las
llantas.

5.2. Test Q de Cochran

El test de Cochran se utiliza cuando las observaciones no cumplen
ninguna de las condiciones paramétricas, en especial la independencia.
Es el test que se suele aplicar cuando, por ejemplo, la misma persona
o grupo de personas es sometida a los k niveles del factor o cuando los
valores observados son dicotémicos. Es importante senalar que en este
test, el nimero de elementos sometidos a cada nivel del factor debe ser
el mismo.

La base radica en la construccién de una tabla de ceros y unos,
con tantas filas como individuos sometidos a cada nivel (supéngase N) y
tantas columnas como niveles tenga el factor (k). Cuando la respuesta del
individuo al nivel sea favorable, se le asignard un uno, en caso contrario,
un cero. El total de unos en la columna j se denotard por c¢; y el de la
fila ¢ por f;.
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El estadistico de contraste es el siguiente:

k k
(k—1) k:ZCJQ-— ZCJ
j=1 j=1
Q: N N )

que se sabe tiene una distribucién Chi—cuadrado con k — 1 grados de
libertad.

Ejemplo 6.15 Una empresa esta a punto de sacar al mercado
un nuevo producto dirigido a los jovenes entre 14
y 17 anos, pero aiin no ha decidido la apariencia
y textura que le van a dar a dicho producto. Cua-
tro agencias de publicidad le han presentado sus
propuestas, pero la agencia ha decidido que sean
los propios consumidores los que elijan la forma.
Aleatoriamente seleccionaron a seis jovenes y les
presentaron las cuatro modelos, teniendo que con-
testar si les gustaba o no. La siguiente tabla recoge
los resultados, donde los unos significa que gusto y
los ceros, que no.

Joven|Modelo 1|Modelo 2| Modelo 3| Modelo 4
1

_— -0 O O

— O ) Pk OO

S U W N
_ O O = ==
O = O = = O

0

Para contrastar si los cuatro modelos son igual-
mente aceptados, se recurre al test Q de Cochran.

El estadistico de contraste es,
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k k 2
(k=1) kY ¢ — (ch)

=1 7=1

N N
OIS
i=1 i=1

por lo que hay que calcular las f; y ¢;. Observando
la tabla, se obtiene:

c1 =250 = 3503 = 44 = 3;
h=Lf=2f=3f=2/f=2f=2
2
=38 (Tiie) =144

Y fi=12 YL, f7 =26
Por Io tanto,
Q- 3[4 - 38 — 144]
41226
y puesto que, para un nivel de significacion del
10%, es X% = 6’251, mayor que ), no se puede
rechazar la hipétesis de igualdad en los cuatro mo-
delos propuestos.

= 1091

5.3. Test de Welch

Para contrastar si los efectos de los distintos niveles de un factor

son iguales, cuando falla la condicién de homocedasticidad, se utiliza el
test de Welch.

Se extraen k muestras aleatorias de cada nivel, de tamano n;. Sea
w; = %, siendo Si2 la varianza del nivel i-ésimo, y w = Zle w;. S1 T,
1
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representa la media del nivel i-ésimo, se define

k
Z Wi,
_ =1
==
>
i=1

El estadistico que se utiliza es el siguiente:

k
Zwi(:nl 7.)?
i=1
V2: k—1 ’
1+2(k—2)z’“: 1 [“wlr
k2—1 “~n;—1 w

193

que se sabe tiene una distribucion F' de Snedecor de v; y v5 grados de

libertad, siendo

Si V2 > F,, vs.a, se rechaza la hipétesis de que las los niveles

medios del factor sean iguales.

Ejemplo 6.16 En una academia de francés, disponen de tres
métodos para el aprendizaje de este idioma. Se
quiere averiguar si los tres son igualmente efecti-
vos, para lo que se toman muestras aleatorias de
individuos pertenecientes a cada uno de los grupos
sometidos a un método. Tras hacerles un examen,
los resultados fueron los siguientes:



194 Capitulo 6. Andlisis de la Varianza

Si se realiza el test de Shapiro—Wilk, a un nivel
de significacién del 10%, para saber si se cumple
la condicién de normalidad, se llega a que Weyp =
0’879 y Wiz o1 = 0’889, con lo que se rechaza la
hipétesis de normalidad. Analogamente, si se rea-
liza el test de Hartley para contrastar la hipotesis
de igualdad de varianzas, se llega a rechazar di-
cha hipdtesis. Ante esta situacion, para averiguar
si los tres métodos son igualmente efectivos se va

Meétodo | Método | Método
1 2 3
117’4 1363 212’6
196’6 140’4 217'6
197’5 175’5 220'6
103’8 104’4 2200
1753

a recurrir al test de Welch.

La siguiente tabla recoge los datos que hacen falta

para calcular el estadistico de contraste:

M¢étodo 1|Método 2| Método 3
Ti 152/83 | 146’38 | 21770
S2 11891'6219| 716'8056 | 993
w; = % 00021 | 0007 | 04028
VA
Sustituyendo los valores de
3
w o= Y w;=041191;
z’:13 B
T = Za=tWili 596115009

w

en la expresion del estadistico, se obtiene,




6.5 Tests no paramétricos 195

k
Zwi(xz :U)2
i=1
1+2(k:—2)zk: 1 {1 M]z
k2—1 “~n;—1 w

= 18/987.
Puesto que vy =2 y

3 k 1 w; 2
pu— 1_7
2 le—lzni—l( w)]

=1

-1

= 466,

para un nivel de significacion de 0’1, se tiene que
Fy501 = 3'78 y como V? > Fy 51, se rechaza la
hipétesis de que los tres métodos sean iguales.

5.4. Test de comparaciones multiples de Kruskal-Wallis

Si tras realizar el contraste se rechaza la hipétesis de igualdad en
los niveles medios del factor, habra que averiguar cual o cudles de ellos
son distintos.

Suponiendo, en primer lugar, que todas las muestras son del mismo
tamano, n, el criterio adoptado para rechazar la hipdtesis de que la media
de los niveles 7 y j sea la misma, viene dada por:

|Ri — Rj| > Taken,

siendo I?; la suma de los rangos en la muestra del nivel 7, R; la suma de
los rangos de la muestra del nivel j, k el nimero de niveles del factor y
Ta,k,n dado en la tabla A.41.

Cuando k = 3 y las muestras son de distinto tamano, el criterio
para rechazar la hipétesis de igualdad de medias de los niveles i y j, es
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el siguiente:

|R; — Rj| > $H(a,3, (nl,nQ,ng))M (1 n 1>7

12 n; nj

donde R; y R; son los rangos medios de las muestras i y j, es decir,

y H(a,3,(n1,n2,n3)) viene dado en la tabla A.40.

Cuando se trate de muestras grandes y de distinto tamano, se
utiliza la aproximacién

- 1) (1 1
|R; — Rj| > Za n(n+1) =+,
12 n; nj

donde Z, es el valor critico de la distribucién N (0, 1) para un nivel de
significacion

k(k—1)

6. Ejercicios
6.1. Ejercicio resuelto

6.1 El propietario de una tienda de electrodomésticos tiene pen-
sado asignar unas primas en funcién de la capacidad de venta de sus 3
vendedores. Para conocer dicha capacidad, registra, en cinco instantes
distintos de tiempo el volumen de ventas realizado por cada uno. Dichas
cantidades, en miles, vienen dadas en la siguiente tabla:

Vendedor A | Vendedor B | Vendedor C

30 85 40
20 73 28
35 92 39
42 86 41

60 75 50
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a) Comprobar, a un nivel de confianza del 90 %, si el volu-
men de ventas difiere segtin el vendedor.

b) Suponiendo normalidad, independencia y homocedasti-
cidad en los datos, jse puede admitir con una confianza del 99 % que el
volumen de ventas depende del empleado?

c¢) /Se puede afirmar, con una confianza del 95 %, que la
capacidad de venta del empleado A es diferente a la del empleado C?

Solucidn:
a) Para averiguar si el volumen de ventas difiere de unos
empleados a otros, se plantea el siguiente contraste de medias:

Hy :py = po = p3
Hy : pi # pj, para algin i,j € {1,2,3}

Suponiendo que no se verifican las condiciones paramétricas, el problema
se va a abordar desde el punto de vista no paramétrico, recurriendo al
test de Kruskal-Wallis.

Lo primero es ordenar los datos y asignarles su rango, obteniendo
la siguiente tabla:

A TA B rB C ro
30 3 85 13 ] 40 6
20 1 73 11| 28 2
35 4 92 151 39 5
42 8 86 14 41 7
60 10| 75 12| 50 9
Ry = 26| Ry, = 65|R3 = 29

Puesto que hay N = 15 datos y ninguno de ellos se repite, el
estadistico de contraste viene dado por

12 kL R2
H = — = N2 _3(N+1
N(N—Fl);ni (N +1)

12 262 652 292
— 4+ = | —3-16 = 9'42.
15-16[5 + 5 + 5]
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Utilizando la tabla A.40, para o = 0’1 y nq = ny = n3 = 5, se ob-

tiene el valor H(0'1, 3, (5,5,5)) = 456. Como H(«, 3, (n1,n2,n3)) < H,

se rechaza la hipodtesis de igualdad de medias, es decir, existen evidencias

para decir que la capacidad de venta difiere de unos empleados a otros.

b) Suponiendo ahora normalidad, homocedasticidad e inde-

pendencia, para averiguar si el volumen de ventas depende del empleado,

o lo que es lo mismo, si el volumen de ventas es el mismo para cada em-
pleado, se recurre al test ' del ANOVA.

De nuevo se plantea el contraste:

Ho:pn = po = p3
Hy @ pi # pj, para algin 4, j € {1,2,3}

Para resolverlo, se recurre al estadistico

o MCTr

F=
MCg

~ Fip_1,N—k,

donde £k = 3 y N = 15. La siguiente tabla recoge los datos que hacen
falta para el calculo de las medias de cuadrados, MCr, y MCE.

Nivel Tij ni | T |2, :c?j x? /n;
A {30,20,35,42,60 | 5 | 187 | 7889 | 6993’8
B 85, 73,92, 86, 75 | 5 | 411 | 34039 | 33784'2
C 40, 28, 39, 41,50 | 5 | 198 | 8086 | 7840’8

Total 15| 796 | 50014 | 486188

Una vez organizados los datos, se calcula la suma de cuadrados,
SCrry SCEg
Foa?2 o a2 ,
SCr, = L — — = 63777333
Tr ; . N

7

ko ni k2
SCp=>Y_ Y af—> == =13952.
i=1j=1 i=1

Y la tabla ANOVA vendria dada por:
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Fuente SC G.L. MC Fy
7333
Entre | 63777333 2 % = 3188'8667
13952 3188'8667
/ — /  — 9274972
Dentro 1395’2 12 15 116’2667 1162667 7427
Total | 7772'9333 | 14

Para un nivel de significacién de 0’01, se tiene que Fb 12 001 = 6'93,
que es menor que Fy = 27'4272, por lo que se rechaza la hipdtesis de
igualdad de medias. Es decir, que el volumen de ventas varia segin el
empleado.

c¢) Para determinar si la capacidad de venta del empleado A
es diferentes de la del empleado C, se va a recurrir al método de Scheffé.

El contraste que se quiere realizar es el siguiente:

Ho:p=ps
Hy:py # ps

El estadistico que se toma es

X — X3)?
Fe e (i~ ek
(k —1)5=F (m m)
Asi,
(&_@)2
F = 5 5 = 00520

13952 (1 | 1
(3-1) 15-3 (5 + 5)
y como, para el nivel de significacién del 1% es F 12 = 6’93 > 0'0520,
no se puede rechazar la hipotesis de igualdad de las medias 1 y 3, es
decir, no existen evidencias para decir que la capacidad de ventas del

empleado A y C sean diferentes, por lo que tendremos que asumir que
son iguales.
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6.2. Ejercicios propuestos

6.1. Se esta realizando un estudio sobre la tolerancia y el respeto
de los jévenes en las aulas de tres tipos de colegio: ptublico, concertado
y privado. Tras tomar diferentes muestras aleatorias de cada uno de los
colegios, los resultados fueron:

Publico | Concertado | Privado

9 11 16
10 13 18

6 8 14

7 10 15

11 12 18

5 9 17

11 13

12

Estudie si existen diferencias en los tres tipos de colegio, a un nivel de
significacién de 0'05.

6.2. Estudie las diferencias en el indice de analfabetismo de cua-
tro pueblos de la sierra, sabiendo que, tras elegir aleatoriamente una
muestra de cada uno de ellos y someterlos a un test, los resultados fue-
ron:

Pueblo 1 | Pueblo 2 | Pueblo 3 | Pueblo 4
78 52 82 57
85 48 91 61
90 60 85 45
77 35 74 46
69 51 70
47

6.3. Se quiere realizar un experimento para averiguar las pro-
ducciones de cuatro variedades de cebada diferentes: A, B, C y D. Para
ello, se asigna aleatoriamente cada una de las variedades a varias parcelas
igualmente fértiles. Determine si existen diferencias en las producciones



de cebada y si alguna destaca mas que otra.

A|B|C|D
35|41 |41 |38
28 125|139 |35
37142152 |27
29 1331|6131
36 | 37|63 | 30
34140 |57 | 35

95 | 29
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6.4. Un padre quiere saber si a su hijo se le dan bien todas las
asignaturas o hay alguna que se le de peor, para apuntarlo en clases
particulares el ano siguiente. Las notas de este curso son:

Fis. y Quim. | Biologia | Matemat. | Inglés
72 81 88 74
80 74 82 71
83 7 90 7
75 87 70
80

Estudie si existen diferencias entre las notas de las distintas asignaturas
a un nivel de significacién del 1 %.

6.5. Una fabrica quiere averiguar si el tiempo de vida de los tres
tipos de bombillas que producen son iguales o por el contrario existen
diferencias significativas. Para ello, toman muestras aleatorias de las
vidas medias (en horas) de cada una de ellas, obteniendo:

Tipo I

407 411 409

Tipo II

404 406 408 405 402

Tipo IIT

410 408 406 408

Estudie, a nivel de significacién 0/05, si existen tales diferencias.
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6.6. Una fabrica produce 4 modelos diferentes de radios con las
mismas prestaciones. Debido a problemas econémicos se ve obligado el
ano que viene a producir solo tres, por lo que estd interesado en realizar
un estudio sobre las preferencias de los consumidores. Tras seleccionar
aleatoriamente algunos consumidores y pedirles que puntuaran del 1 al
9 segun les gustara el modelo, los resultados fueron los siguientes:

Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 3 | Modelo 4

8 7 8 6
8 8 6 5
9 7 3 1
7 7 4 2
9 6 5 1

8 4 3

5

Estudie si los cuatro modelos gustan por igual a los consumidores.

6.7. Se estd realizando un estudio sobre el tiempo que tarda una
determinada proteina en ser asimilada. Se han establecido tres niveles de
dicha proteina: 5, 10 y 15 miligramos. Tras seleccionar una muestra de
12 individuos e inyectarles aleatoriamente la proteina, en sus distintos
niveles, se midi6 el tiempo de asimilacién (en minutos), obteniendo:

Proteina
5110 | 15
31514
516 |7
71815
61719

Suponiendo que los tiempos de asimilacién se distribuyen normalmente:
a) Compruebe si se verifica la condicién de homocedastici-
dad.
b) ;Son las observaciones independientes?
c) Estudie si los efectos de las distintas dosis son los mismos.
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6.8. Se quiere realizar un experimento para mejorar el rendi-
miento de los jugadores de baloncesto. Dicho experimento consiste en
someter a los jugadores a tres tipos de técnicas de relajacion antes de
comenzar los partidos y medir el rendimiento por el nimero de canastas
metidas en ese partido. Tras elegir 12 jugadores y someterlos aleatoria-
mente a cada una de las técnicas, el nimero de balones encestados por
cada uno fue el siguiente:

Técnicas
A|B|C
19|24 | 17
23|27 | 28
30129 |31
32130 |34

Averiguar si las técnicas influyen de igual modo en el rendimiento de los
jugadores.

6.9. Una conocida empresa piensa sacar a la venta un nuevo
producto y tiene pensado hacer propaganda por tres medios de comu-
nicacién: prensa, radio y television. Le interesa saber cual de todas las
propagandas resulta més atractiva, por lo que selecciona aleatoriamente
a b personas y les muestra cada una de las propagandas, pidiéndoles
que puntien de 1 a 10 segin les haya gustado. Los resultados fueron los
siguientes:

Televisién | Prensa | Radio
93 4'8 7
9 7 57
9'7 73 4
77 6'8 4’8
8’8 6’5 5

Estudie si las tres propagandas son igualmente interesantes.

6.10. Un grupo de psicélogos esta estudiando tres métodos pa-
ra curar la timidez, los métodos A, B y C. Para ello seleccionan tres
muestras de pacientes correspondientes a los tres métodos, obteniendo
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los resultados siguientes:

Método A | Método B | Método C
9'5 5'5 7
6’5 4’5 375

8 7'25 5'5
7'5 775 8
6 9 2’5
4'5 6 3
7 8 5
8’5 4'25 3/25
8 7 4'5
875 6’5
6'25

a) Compruebe si las observaciones son independientes y
Normales.

b) Estudie si los tres métodos son igualmente eficaces.

c) En caso negativo, estudie entre qué métodos existen di-
ferencias significativas.
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Apéndice A. Tablas

Tabla A.1: Distribucién Binomial
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0’515
0’706
0’844
0’927
0’969
0’988
0’996
0’999
1’000

=

3’8

4’0

4’2

4’4

4’6

4’8

5’0

5’2

5'4

5’6

5’8

6’0

6’5

7
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0’022
0’107
0’269
0’473
0’668
0’816
0’909
0’960
0’984
0’994
0’998
0’999
1’000

0’018
0’092
0’238
0’433
0’629
0’785
0’889
0’949
0’979
0’992
0’997
0’999
1’000

0’015
0’078
0’210
0’395
0’590
0’753
0’867
0’936
0’972
0’989
0’996
0’999
1’000

0’012
0’066
0’185
0’359
0’551
0’720
0’844
0’921
0’964
0’985
0’994
0’998
0’999
1’000

0’010
0’056
0’163
0’326
0’513
0’686
0’818
0’905
0’955
0’980
0’992
0’997
0’999
1°000

0’008
0’048
0’143
0’294
0’476
0’651
0’791
0’887
0’944
0’975
0’990
0’996
0’999
1’000

0’007
0’040
0’125
0’265
0’440
0’616
0’762
0’867
0’932
0’968
0’986
0’995
0’998
0’999
1’000

0’006
0’034
0’109
0’238
0’406
0’581
0’732
0’845
0’918
0’960
0’982
0’993
0’997
0’999
1’000

0’005
0’029
0’095
0’213
0’373
0’546
0’702
0’822
0’903
0’951
0’977
0’990
0’996
0’999
0’999
1’000

0’004
0’024
0’082
0’191
0’342
0’512
0’670
0’797
0’886
0’941
0’972
0’988
0’995
0’998
0’999
1’000

0’003
0’021
0’072
0’170
0’313
0’478
0’638
0’771
0’867
0’929
0’965
0’984
0’993
0’997
0’999
1’000

0’002
0’017
0’062
0’151
0’285
0’446
0’606
0’744
0’847
0’916
0’957
0’980
0’991
0’996
0’999
0’999
1’000

0’002
0’011
0’043
0’112
0’223
0’369
0’527
0’673
0’792
0’877
0’933
0’966
0’984
0’993
0’997
0’999
1’000

0’001
0’007
0’030
0’082
0’173
0’301
0’450
0’599
0’730
0’830
0’901
0’947
0’973
0’987
0’994
0’998
0’999
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Tabla

A .3: Distribucién Normal

0

0’01

0’02

0’03

0’04

0’05

0’06

0’07

0’08

0’09

0’1
0’2
0’3
0’4
0’5
0’6
0’7
0’8
0’9

1’1
12
1’3
1’4
1’5
1’6
7
1’8
1’9

2’1
2’2
2’3
2’4
2’5
2’6
2’7
2’8
2’9

3’1
3’2
3’3
3’4
3’5
3’6
3'7
3’8
3’9

0’5000
0’5398
0’5793
0’6179
0’6554
0’6915
0’7257
0’7580
0’7881
0’8159
0’8413
0’8643
0’8849
0’9032
0’9192
0’9332
0’9452
0’9554
0’9641
0’9713
0’9772
0’9821
0’9861
0’9893
0’9918
079938
0’9953
0’9965
0’9974
0’9981
0’9987
079990
0’9993
0’9995
0’9997
0’9998
079998
079999
079999
1’0000

0’5040
0’5438
0’5832
0’6217
0’6591
0’6950
0’7291
0’7611
0’7910
0’8186
0’8438
0’8665
0’8869
0’9049
0’9207
0’9345
0’9463
0’9564
0’9649
0’9719
0’9778
0’9826
0’9864
0’9896
0’9920
079940
0’9955
0’9966
0’9975
0’9982
0’9987
0’9991
0’9993
0’9995
0’9997
0’9998
0’9998
0’9999
0’9999
1’0000

0’5080
0’5478
0’5871
0’6255
0’6628
0’6985
0’7324
0’7642
0’7939
0’8212
0’8461
0’8686
0’8888
0’9066
0’9222
0’9357
0’9474
0’9573
0’9656
0’9726
0’9783
0’9830
0’9868
0’9898
0’9922
0’9941
0’9956
079967
0’9976
079982
0’9987
0’9991
0’9994
0’9995
079997
0’9998
0’9999
0’9999
0’9999
1’0000

0’5120
0’5517
0’5910
0’6293
0’6664
0’7019
0’7357
0’7673
0’7967
0’8238
0’8485
0’8708
0’8907
0’9082
0’9236
0’9370
0’9484
0’9582
0’9664
0’9732
0’9788
0’9834
0’9871
0’9901
0’9925
0’9943
0’9957
079968
0’9977
079983
0’9988
0’9991
0’9994
0’9996
0’9997
079998
0’9999
079999
0’9999
1’0000

0’5160
0’5557
0’5948
0’6331
0’6700
0’7054
0’7389
0’7704
0’7995
0’8264
0’8508
0’8729
0’8925
0’9099
0’9251
0’9382
0’9495
0’9591
0’9671
0’9738
0’9793
0’9838
0’9875
0’9904
0’9927
0’9945
0’9959
0’9969
0’9977
0’9984
0’9988
0’9992
0’9994
0’9996
0’9997
0’9998
0’9999
0’9999
079999
1’0000

0’5199
0’5596
0’5987
0’6368
0’6736
0’7088
0’7422
0’7734
0’8023
0’8289
0’8531
0’8749
0’8944
0’9115
0’9265
0’9394
0’9505
0’9599
0’9678
0’9744
0’9798
0’9842
0’9878
0’9906
0’9929
0’9946
0’9960
0’9970
0’9978
0’9984
0’9989
0’9992
0’9994
0’9996
079997
0’9998
0’9999
0’9999
0’9999
1’0000

0’5239
0’5636
0’6026
0’6406
0’6772
0’7123
0’7454
0’7764
0’8051
0’8315
0’8554
0’8770
0’8962
0’9131
0’9279
0’9406
0’9515
0’9608
0’9686
0’9750
0’9803
0’9846
0’9881
0’9909
0’9931
079948
0’9961
0’9971
0’9979
0’9985
0’9989
0’9992
0’9994
0’9996
0’9997
0’9998
0’9999
079999
0’9999
1’0000

0’5279
0’5675
0’6064
0’6443
0’6808
0’7157
0’7486
0’7794
0’8078
0’8340
0’8577
0’8790
0’8980
0’9147
0’9292
0’9418
0’9525
0’9616
0’9693
0’9756
0’9808
0’9850
0’9884
0’9911
0’9932
0’9949
079962
0’9972
0’9979
0’9985
0’9989
079992
0’9995
0’9996
0’9997
0’9998
079999
0’9999
079999
1’0000

0’5319
0’5714
0’6103
0’6480
0’6844
0’7190
0’7517
0’7823
0’8106
0’8365
0’8599
0’8810
0’8997
0’9162
0’9306
0’9429
0’9535
0’9625
0’9699
0’9761
0’9812
0’9854
0’9887
0’9913
0’9934
0’9951
0’9963
0’9973
0’9980
0’9986
0’9990
0’9993
0’9995
0’9996
0’9997
0’9998
0’9999
0’9999
0’9999
1’0000

0’5359
0’5753
0’6141
0’6517
0’6879
0'7224
0’7549
0’7852
0’8133
0’8389
0’8621
0’8830
0’9015
0’9177
0’9319
0’9441
0’9545
0’9633
0’9706
0’9767
0’9817
0’9857
0’9890
0’9916
0’9936
0’9952
0’9964
0’9974
0’9981
0’9986
079990
0’9993
0’9995
0’9997
079998
0’9998
0’9999
079999
0’9999
1’0000




Tabla A.4:

Puntos Criticos: Distribucién

t de Student
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0’9995

0’995

0’9875

0’975 095 0’875 0’85 0’8 0’75

0’7

0’65

0’6

0’55
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636’58
31’600
127924
8’6101
6’8685
5’9587
5’4081
5’0414
4’7809
4’5868
4’4369
4’3178
4’2209
4’1403
4’0728
4’0149
3’9651
3’9217
3’8833
3’8496
3’8193
3’7922
3’7676
3’7454
3’7251
3’7067
3’6895
3’6739
3’6595
3’6460
3’5911
3’5510
374960
374602
3’4164
3’3905
3’3734

63’656
9’9250
5’8408
4’6041
4’0321
3’7074
3’4995
3’3554
3’2498
3’1693
3’1058
3’0545
3’0123
2’9768
2’9467
2’9208
2’8982
2’8784
2’8609
2’8453
2’8314
2’8188
2’8073
2’7970
2’7874
2°7787
2’7707
2’7633
2’7564
2’7500
2’7238
2’7045
2’6778
2’6603
2’6387
2’6259
2’6174

25’452
6’2054
4’1765
3’4954
3’1634
2’9687
2’8412
2’7515
2’6850
2’6338
2’5931
2’5600
2’5326
2’5096
2’4899
2’4729
2’4581
2’4450
2’4334
2’4231
2’4138
2’4055
2’3979
2’3910
2’3846
2’3788
2’3734
2’3685
2’3638
2’3596
2’3420
2’3289
2’3109
2’2990
2’2844
2’2757
2’2699

12°706 6’3137 2’4142 1’9626 1’3764 1’0000
4’3027 2’9200 1’6036 1’3862 1’0607 0’8165
3’1824 2’3534 1’4226 1’2498 0’9785 0’7649
2’7765 2’1318 1’3444 1’1896 0’9410 0’7407
2’5706 2’0150 1’3009 1’1558 0’9195 0’7267
2’4469 1’9432 1’2733 1’1342 0’9057 0’7176
2’3646 1’8946 1’2543 1’1192 0’8960 0’7111
2’3060 1’8595 1’2403 1’1081 0’8889 0’7064
272622 1’8331 1’2297 1°0997 0’8834 0’7027
2’2281 1’8125 1’2213 1’0931 0’8791 0°6998
2’2010 1’7959 1’2145 1’0877 0’8755 0’6974
2’1788 1’7823 1’2089 1’0832 0’8726 0’6955
2’1604 1’7709 1’2041 1’0795 0’8702 0’6938
2’1448 1’7613 1’2001 1’0763 0’8681 0’6924
2’1315 1’7531 1’1967 1’0735 0’8662 0’6912
2’1199 1’7459 1’1937 1’0711 0’8647 0’6901
2’1098 1’7396 1’1910 1’0690 0’8633 0’6892
2’1009 1’7341 1’1887 1’0672 0’8620 0’6884
2’0930 1’7291 1’1866 1’0655 0’8610 0’6876
2’0860 1’7247 1’1848 1’0640 0’8600 0’6870
2’0796 1’7207 1’1831 1°0627 0’8591 0’6864
2’0739 1’7171 1’1815 1’0614 0’8583 0’6858
2’0687 1’7139 1’1802 1’0603 0’8575 0’6853
2’0639 1’7109 1’1789 1’0593 0’8569 0’6848
2’0595 1’7081 1’1777 1’0584 0’8562 0’6844
2’0555 1’7056 1’1766 1°0575 0’8557 0’6840
2’0518 1’7033 1’1756 1’0567 0’8551 0’6837
2’0484 1’7011 1’1747 1’0560 0’8546 0’6834
2’0452 1’6991 1’1739 1’0553 0’8542 0’6830
2’0423 1’6973 1’1731 1’0547 0’8538 0’6828
2’0301 1’6896 1’1698 1’0520 0’8520 0’6816
2’0211 1’6839 1’1673 1’0500 0’8507 0’6807
2’0086 1’6759 1’1639 1°0473 0’8489 0’6794
2’0003 1’6706 1’1616 1°0455 0’8477 0’6786
1’9901 1’6641 1’1588 1’0432 0’8461 0’6776
1’9840 1’6602 1’1571 1’0418 0’8452 0’6770
1’9799 1’6576 1’1559 1’0409 0’8446 0’6765

0’7265
0’6172
0’5844
0’5686
0’5594
0’5534
0’5491
0’5459
0’5435
0’5415
0’5399
0’5386
0’5375
0’5366
0’5357
0’5350
0’5344
0’5338
0’5333
0’5329
0’5325
0’5321
0’5317
0’5314
0’5312
0’5309
0’5306
0’5304
0’5302
0’5300
0’5292
0’5286
0’5278
0’5272
0’5265
0’5261
0’5258

0’5095
0’4447
0’4242
0’4142
0’4082
0’4043
0’4015
0’3995
0’3979
0’3966
0’3956
0’3947
073940
0’3933
0’3928
0’3923
0’3919
0’3915
0’3912
0’3909
0’3906
0’3904
0’3902
0’3900
0’3898
0’3896
0’3894
0’3893
0’3892
0’3890
0’3885
0’3881
0’3875
0’3872
0’3867
0’3864
0’3862

0’3249
0’2887
0’2767
0’2707
0’2672
0’2648
0’2632
0’2619
0’2610
0’2602
0’2596
0’2590
0’2586
0’2582
0’2579
0’2576
0’2573
0’2571
0’2569
0’2567
0’2566
0’2564
0’2563
0’2562
0’2561
0’2560
0’2559
0’2558
0’2557
0’2556
0’2553
0’2550
0’2547
0’2545
0’2542
0’2540
0’2539

0’1584
0’1421
0’1366
0’1338
0’1322
0’1311
0’1303
0’1297
0’1293
0’1289
0’1286
0’1283
0’1281
0’1280
0’1278
0’1277
0’1276
0’1274
0’1274
0’1273
0’1272
0’1271
0’1271
0’1270
0’1269
0’1269
0’1268
0’1268
0’1268
0’1267
0’1266
0’1265
0’1263
0’1262
0’1261
0’1260
0’1259
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Tabla A.5:

Puntos Criticos: Distribucién

X2

0’9995

0’995

0’9875

0’975

0’95

0’875

0’85

0’8

0’75

0’7

0’65

0’6
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12’115
15’201
17’731
197998
22’106
24’102
26’018
27’867
29’667
31’419
33’138
34’821
36’477
38’109
39’717
41’308
42’881
44’434
45’974
47’498
49’010
50’510
51’999
53’478
54’948
56’407
57’856
59’299
60’734
62’160
69’197
76’096
89’560
102’70
128’26
153’16
177’60

7’8794
10’597
12’838
14’860
16’750
18’548
20°278
21’955
23’589
25’188
26’757
28’300
29’819
31’319
32’801
34’267
35’718
37’156
38’582
39’997
41’401
42’796
44’181
45’558
46’928
48’290
49’645
50’994
52’335
53’672
60’275
66’766
79’490
91’952
116’32
140’17
163’65

6’2385
8’7641
10’861
12’762
14’544
16’244
17’885
19°478
21’034
22’558
24’056
25’530
26’985
28’422
29’843
31’250
32’644
34’027
35’399
36’760
38’113
39’458
40’794
42’124
43’446
44’762
46’071
47375
48’674
49’967
56’365
62’665
75’039
87’184
110’99
134’34
157’37

5’0239
73778
9’3484
11’143
12’832
14’449
16’013
17’535
19’023
20’483
21’920
23’337
24’736
26’119
27’488
28’845
30’191
31’526
32’852
34’170
35’479
36’781
38’076
39’364
40’646
41’923
43’195
44’461
45’722
46’979
53’203
59’342
71’420
83’298
106’63
129’56
152’21

3’8415
5’9915
78147
94877
11°070
12’592
14’067
15’507
16’919
18’307
19°675
21’026
22’362
23’685
24’996
26’296
27’587
28’869
30’144
31’410
32’671
33’924
35’172
36’415
37°652
38’885
40’113
41’337
42’557
43’773
49’802
55’758
67’505
79’082
101’88
124’34
146’57

2’3535
4’1589
5’7394
7'2140
8’6248
9’9917
11’326
12’636
13’926
15’198
16’457
17703
18’939
20’166
21’384
22’595
23’799
24’997
26’189
27’376
28’559
29°737
30911
32’081
33247
34’410
35’570
36’727
37°881
39’033
44’753
50’424
61’647
72’751
94’709
116’43
13799

2’0722
3’7942
5’3170
6’7449
8’1152
9’4461
10’748
12°027
13’288
14’534
15’767
16’989
18’202
19’406
20’603
21’793
22’977
24’155
25’329
26’498
27’662
28’822
29’979
31’132
32’282
33’429
34’574
35’715
36’854
37’990
43’640
49’244
60’346
71’341
93’106
114’66
136’06

1’6424
3’2189
4’6416
5’9886
772893
8’5581
9’8032
11°030
12’242
13’442
14’631
15’812
16’985
18’151
19’311
20’465
21’615
22’760
23’900
25’038
26’171
27’301
28’429
29’553
30’675
31’795
32’912
34’027
35’139
36’250
41°778
47269
58’164
68’972
90’405
111’67
132’81

1’3233
2’7726
4’1083
5’3853
6’6257
7’8408
9’0371
10’219
11’389
12’549
13’701
14’845
15’984
17117
18’245
19’369
20’489
21’605
22’718
23’828
24’935
26’039
27’141
28’241
29’339
30’435
31’528
32’620
33’711
34’800
40’223
45’616
56’334
66’981
88’130
109’14
130’05

1’0742
2’4079
3’6649
4’8784
6’0644
772311
8’3834
9’5245
10’656
11’781
12’899
14’011
15’119
16’222
17322
18’418
19’511
20’601
21’689
22’775
23’858
24’939
26’018
27’096
28’172
29’246
30’319
31’391
32’461
33’530
38’859
44’165
54’723
65’226
86’120
106’91
127’62

0’8735
2’0996
3’2831
4’4377
5’5731
6’6948
7°8061
8’9094
10’006
11°097
12’184
13’266
14’345
15’421
16’494
17°565
18’633
19’699
20°764
21’826
22’888
23’947
25’006
26’063
27°118
28’173
29’227
30279
31’331
32’382
37623
42’848
53’258
63’628
84’284
104’86
125’38

0’7083
1’8326
279462
4’0446
5’1319
6’2108
72832
8’3505
9’4136
10’473
11’530
12’584
13’636
14’685
15’733
16’780
17824
18’868
19’910
20’951
21’992
23’031
24’069
25’106
26’143
27’179
28’214
29’249
30’283
31’316
36’475
41’622
51’892
62’135
82’566
102’95
123’29

0’5707
1’5970
2’6430
3’6871
4’7278
5’7652
6’8000
7’8325
8’8632
9’8922
10’920
11’946
12’972
13’996
15’020
16’042
17°065
18’086
19’107
20127
21’147
22’166
23’185
24’204
25’222
26240
27257
28’274
29’291
30’307
35’386
40’459
50’592
60’713
80’927
101°11
121°28
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Tabla A.6: Puntos Criticos: Distribucién x?

0,5 0,45 0,4 0,35 0,3 0,25 0,2 0,15 0,125 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005

0,4549 0,3573 0,2750 0,2059 0,1485 0,1015 0,0642 0,0358 0,0247 0,0158 0,0039 0,0010 0,0002 0,0000
1,3863 1,1957 1,0217 0,8616 0,7133 0,5754 0,4463 0,3250 0,2671 0,2107 0,1026 0,0506 0,0201 0,0100
2,3660 2,1095 1,8692 1,6416 1,4237 1,2125 1,0052 0,7978 0,6924 0,5844 0,3518 0,2158 0,1148 0,0717
3,3567 3,0469 2,7528 2,4701 2,1947 1,9226 1,6488 1,3665 1,2188 1,0636 0,7107 0,4844 0,2971 0,2070
4,3515 3,9959 3,6555 3,3251 2,9999 2,6746 2,3425 1,9938 1,8082 1,6103 1,1455 0,8312 0,5543 0,4118
5,3481 4,9519 4,5702 4,1973 3,8276 3,4546 3,0701 2,6613 2,4411 2,2041 1,6354 1,2373 0,8721 0,6757
6,3458 5,9125 5,4932 5,0816 4,6713 4,2549 3,8223 3,3583 3,1063 2,8331 2,1673 1,6899 1,2390 0,9893
7,3441 6,8766 6,4226 5,9753 5,5274 5,0706 4,5936 4,0782 3,7965 3,4895 2,7326 2,1797 1,6465 1,3444
8,3428 7,8434 7,3570 6,8763 6,3933 5,8988 5,3801 4,8165 4,5070 4,1682 3,3251 2,7004 2,0879 1,7349
10[9,3418 8,8124 8,2955 7,7832 7,2672 6,7372 6,1791 5,5701 5,2341 4,8652 3,9403 3,2470 2,5582 2,1558
11[10,341 9,7831 9,2373 8,6952 8,1479 7,5841 6,9887 6,3364 5,9754 5,5778 4,5748 3,8157 3,0535 2,6032
12[11,340 10,755 10,182 9,6115 9,0343 8,4384 7,8073 7,1138 6,7288 6,3038 5,2260 4,4038 3,5706 3,0738
13(12,340 11,729 11,129 10,532 9,9257 9,2991 8,6339 7,9008 7,4929 7,0415 5,8919 5,0087 4,1069 3,5650
14[13,339 12,703 12,078 11,455 10,821 10,165 9,4673 8,6963 8,2662 7,7895 6,5706 5,6287 4,6604 4,0747
15[14,339 13,679 13,030 12,381 11,721 11,037 10,307 9,4993 9,0479 8,5468 7,2609 6,2621 5,2294 4,6009
16(15,338 14,656 13,983 13,310 12,624 11,912 11,152 10,309 9,8370 9,3122 7,9616 6,9077 5,8122 5,1422
17(16,338 15,633 14,937 14,241 13,531 12,792 12,002 11,125 10,633 10,085 8,6718 7,5642 6,4077 5,6973
18[17,338 16,611 15,893 15,174 14,440 13,675 12,857 11,946 11,435 10,865 9,3904 8,2307 7,0149 6,2648
19(18,338 17,589 16,850 16,109 15,352 14,562 13,716 12,773 12,242 11,651 10,117 8,9065 7,6327 6,8439
20(19,337 18,569 17,809 17,046 16,266 15,452 14,578 13,604 13,055 12,443 10,851 9,5908 8,2604 7,4338
21(20,337 19,548 18,768 17,984 17,182 16,344 15,445 14,439 13,873 13,240 11,591 10,283 8,8972 8,0336
22(21,337 20,529 19,729 18,924 18,101 17,240 16,314 15,279 14,695 14,041 12,338 10,982 9,5425 8,6427
23(22,337 21,510 20,690 19,866 19,021 18,137 17,187 16,122 15,521 14,848 13,091 11,689 10,196 9,2604
24/23,337 22,491 21,652 20,808 19,943 19,037 18,062 16,969 16,351 15,659 13,848 12,401 10,856 9,8862
25(24,337 23,472 22,616 21,752 20,867 19,939 18,940 17,818 17,184 16,473 14,611 13,120 11,524 10,520
26(25,336 24,454 23,579 22,697 21,792 20,843 19,820 18,671 18,021 17,292 15,379 13,844 12,198 11,160
27|26,336 25,437 24,544 23,644 22,719 21,749 20,703 19,527 18,861 18,114 16,151 14,573 12,878 11,808
28(27,336 26,419 25,509 24,591 23,647 22,657 21,588 20,386 19,704 18,939 16,928 15,308 13,565 12,461
29(28,336 27,402 26,475 25,539 24,577 23,567 22,475 21,247 20,550 19,768 17,708 16,047 14,256 13,121
30(29,336 28,386 27,442 26,488 25,508 24,478 23,364 22,110 21,399 20,599 18,493 16,791 14,953 13,787
35(34,336 33,306 32,282 31,246 30,178 29,054 27,836 26,460 25,678 24,797 22,465 20,569 18,509 17,192
40(39,335 38,233 37,134 36,021 34,872 33,660 32,345 30,856 30,008 29,051 26,509 24,433 22,164 20,707
50(49,335 48,099 46,864 45,610 44,313 42,942 41,449 39,754 38,785 37,689 34,764 32,357 29,707 27,991
60(59,335 57,978 56,620 55,239 53,809 52,294 50,641 48,759 47,680 46,459 43,188 40,482 37,485 35,534
80(79,334 77,763 76,188 74,583 72,915 71,145 69,207 66,994 65,722 64,278 60,391 57,153 53,540 51,172
100(99,334 97,574 95,808 94,005 92,129 90,133 87,945 85,441 83,999 82,358 77,929 74,222 70,065 67,328
120(119,33 117,40 115,46 113,48 111,42 109,22 106,81 104,04 102,44 100,62 95,705 91,573 86,923 83,852
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Tabla A.7: Distribucién F de

Snedecor (p

= 05)

ni

1

2

3

4 5

6

7

8 9

10

11

12

13

14

15

16

17

100

1°000
0’667
0’585
0’549
0’528
0’515
0’506
0’499
0’494
0’490
0’486
0’484
0’481
0’479
0’478
0’476
0’475
0’474
0'473
0472
0’471
0’470
0’470
0’469
0’468
0’468
0’467
0’467
0’467
0’466
0’465
0’463
0’462
0’460
0’460
0’459
0’459
0’458
0’458
0’455

1’500
1’000
0’881
0’828
0’799
0’780
0’767
0’757
0’749
0’743
0’739
0’735
0’731
0’729
0’726
0’724
0’722
0’721
0’719
0’718
0’717
0’715
0’714
0’714
0’713
0’712
0’711
0’711
0’710
0’709
0’707
0’705
0’703
0’701
0’700
0’699
0’699
0’698
0’697
0’693

1’709
1’135
1’000
0’941
0’907
0’886
0’871
0’860
0’852
0’845
0’840
0’835
0’832
0’828
0’826
0’823
0’821
0’819
0’818
0’816
0’815
0’814
0’813
0’812
0’811
0’810
0’809
0’808
0’808
0’807
0’804
0’802
0’800
0’798
0’796
0’795
0’795
0’794
0’793
0’789

1’823 1’894
1’207 1’252
1’063 1’102
1’000 1’037
0’965 1’000
0’942 0’977
0’926 0’960
0’915 0’948
0’906 0’939
0’899 0’932
0’893 0’926
0’888 0’921
0’885 0’917
0’881 0’914
0’878 0’911
0’876 0’908
0’874 0’906
0’872 0’904
0’870 0’902
0’868 0’900
0’867 0’899
0’866 0’898
0’864 0’896
0’863 0’895
0’862 0’894
0’861 0’893
0’861 0’892
0’860 0’892
0’859 0’891
0’858 0’890
0’856 0’887
0’854 0’885
0’851 0’882
0’849 0’880
0’847 0’879
0’846 0’878
0’846 0’877
0’845 0’876
0’844 0’875
0’839 0’870

1’942
1'282
1’129
1°062
1°024
1’000
0’983
0’971
0’962
0’954
0’948
0’943
0’939
0’936
0’933
0’930
0’928
0’926
0’924
0’922
0’921
0’919
0’918
0’917
0’916
0’915
0’914
0’913
0’912
0’912
0’909
0’907
0’903
0’901
0’900
0’899
0’898
0’897
0’896
0’891

1°977
1’305
1'148
1’080
1°041
1’017
1’000
0’988
0’978
0’971
0’964
0’959
0’955
0’952
0’949
0’946
0’943
0’941
0’939
0’938
0’936
0’935
0’934
0’932
0’931
0’930
0’930
0’929
0’928
0’927
0’924
0’922
0’919
0’917
0’915
0’914
0’913
0’913
0’912
0’907

2’004 2°025
1’321 1’334
1’163 1’174
1°093 1’104
1’055 1’065
1’030 1’040
1°013 1’022
1’000 1’010
0’990 1’000
0’983 0’992
0’977 0’986
0’972 0’981
0’967 0’977
0’964 0°973
0’960 0’970
0’958 0’967
0’955 0’965
0’953 0’962
0’951 0’961
0’950 0’959
0’948 0’957
0’947 0’956
0’945 0’955
0’944 0’953
0’943 0’952
0’942 0’951
0’941 0’950
0’940 0’950
0’940 0’949
0’939 0’948
0’936 0’945
0’934 0’943
0’930 0’940
0’928 0’937
0’927 0’936
0’926 0’935
0’925 0’934
0’924 0’933
0’923 0’932
0’918 0’927

2’042
1'345
1’183
1’113
1’073
1°048
1°030
1°018
1’008
1°000
0’994
0’989
0’984
0’981
0’977
0’975
0’972
0’970
0’968
0’966
0’965
0’963
0’962
0’961
0’960
0’959
0’958
0’957
0’956
0’955
0’952
0’950
0’947
0’945
0’943
0’942
0’941
0’940
0’939
0’934

2’056
1’354
1’191
1’120
1’080
1’054
1’037
1’024
1’014
1’006
1’000
0’995
0’990
0’987
0’983
0’981
0’978
0’976
0’974
0’972
0’971
0’969
0’968
0’967
0’966
0’965
0’964
0’963
0’962
0’961
0’958
0’956
0’953
0’951
0’949
0’948
0’947
0’946
0’945
0’940

2’067
1’361
1'197
1’126
1°085
1’060
1°042
1°029
1’019
1’012
1’005
1’000
0’996
0’992
0’989
0’986
0’983
0’981
0’979
0’977
0’976
0’974
0’973
0’972
0’971
0’970
0’969
0’968
0’967
0’966
0’963
0’961
0’958
0’956
0’954
0’953
0’952
0’951
0’950
0’945

2°077
1’367
1’203
1’131
1’090
1’065
1°047
1’034
1’024
1’016
1’010
1’004
1’000
0’996
0’993
0’990
0’988
0’985
0’984
0’982
0’980
0’979
0’977
0’976
0’975
0’974
0’973
0’972
0’971
0’971
0’968
0’965
0’962
0’960
0’958
0’957
0’956
0’956
0’955
0’949

2’086
1’372
1°207
1’135
1°094
1’069
1°051
1°038
1°028
1’020
1°013
1’008
1’004
1’000
0’997
0’994
0’991
0’989
0’987
0’985
0’984
0’982
0’981
0’980
0’979
0’978
0’977
0’976
0’975
0’974
0’971
0’969
0’966
0’964
0’962
0’961
0’960
0’959
0’958
0’953

2’093
1’377
1’211
1’139
1’098
1’072
1’054
1’041
1’031
1’023
1’017
1’012
1’007
1’003
1°000
0’997
0’995
0’992
0’990
0’989
0’987
0’986
0’984
0’983
0’982
0’981
0’980
0’979
0’978
0’978
0’974
0’972
0’969
0’967
0’965
0’964
0’963
0’962
0’961
0’956

2’100
1’381
1215
1'142
1’101
1’075
1°057
1°044
1’034
1°026
1’020
1’014
1’010
1’006
1’003
1’000
0’997
0’995
0’993
0’992
0’990
0’988
0’987
0’986
0’985
0’984
0’983
0’982
0’981
0’980
0’977
0’975
0’972
0’969
0’968
0’967
0’966
0’965
0’964
0’959
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ni
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2’105
1’385
1’218
1’145
1’104
1’078
1’060
1°047
1’037
1’029
1’022
1’017
1’012
1°009
1’005
1’003
1°000
0’998
0’996
0’994
0’992
0’991
0’990
0’988
0’987
0’986
0’985
0’984
0’984
0’983
0’980
0’977
0’974
0’972
0’970
0’969
0’968
0’968
0’966
0’961

2’110
1’388
1'220
1147
1’106
1’080
1°062
1°049
1’039
1’031
1°025
1’019
1°015
1’011
1’008
1’005
1’002
1’000
0’998
0’996
0’995
0’993
0’992
0’991
0’989
0’988
0’988
0’987
0’986
0’985
0’982
0’980
0’976
0’974
0’972
0’971
0’970
0’970
0’969
0’963

2’115
1’391
1’223
1’150
1’109
1’083
1’064
1’051
1’041
1’033

2’119
1'393
1'225
1'152
1’111
1’084
1’066
1°053
1°043
1’035

2’135 2’145
1’403 1’410

1’027 1°028

1’021

1’023

1’017 1°019

1’013
1’010
1’007
1’004
1’002
1’000
0’998

1°015
1’011
1’009
1’006
1’004
1’002
1’000

1°234
1’160
1’118
1’092
1’074
1’060
1’050
1°042
1’035
1’030
1’026
1’022
1’018
1’015
1’013
1’011
1’009

1°239
1’165
1’123
1’097
1’079
1’065
1’055
1°047
1’040
1’035
1’030
1’026
1’023
1’020
1’017
1’015
1’013

1’007 1’011

0’997 0’998

0’995

0’997

0’994 0’996

0’993
0’991
0’990
0’989
0’989
0’988
0’987
0’984
0’981
0’978
0’976
0’974
0’973
0’972
0’972
0’971
0’965

0’994
0’993
0’992
0’991
0’990
0’990
0’989
0’986
0’983
0’980
0’978
0’976
0’975
0’974
0’973
0’972
0’967

1’005
1’004
1’002
1’001
1’000
0’999
0’998

1’010
1’008
1’007
1’006
1’005
1’003
1’003

0’997 1°002

0’996
0’996
0’992
0’990

1’001
1’000
0’997
0’994

0’987 0’991

0’984
0’983
0’982
0’981
0’980
0’979
0’974

0’989
0’987
0’986
0’985
0’984
0’983
0’978

2’153
1’414
1°243
1°169
1’127
1’100
1°082
1’069
1’058
1’050
1°043
1’038
1’033
1°030
1’026
1’023
1’021
1’018
1’016
1’015
1’013
1’011
1’010
1’009
1’008
1’007
1’006
1’005
1’004
1’003
1°000
0’998
0’994
0’992
0’990
0’989
0’988
0’988
0’986
0’981

2’158
1’418
1246
1’172
1’130
1’103
1’085
1’071
1’061
1’053
1°046
1’041
1’036
1’032
1’029
1’026
1’023
1’021
1’019
1’017
1’015
1’014
1’013
1’011
1’010
1’009
1’008
1’007
1’006
1’006
1’002
1’000
0’997
0’994
0’993
0’992
0’991
0’990
0’989
0’984

2’163
1’421
1'249
1'174
1’132
1’105
1°087
1’073
1’063
1’055
1°048
1°042
1°038
1°034
1’031
1°028
1’025
1’023
1’021
1’019
1°017
1’016
1’014
1’013
1’012
1°011
1’010
1’009
1’008
1’008
1’004
1’002
0’999
0’996
0’995
0’993
0’993
0’992
0’991
0’985

2’166
1’423
1’251
1’176
1’134
1’107
1’088
1’075
1’064
1’056
1’050
1’044
1’039
1’036
1’032
1’029
1°027
1’024
1’022
1°020
1’019
1’017
1’016
1’015
1’014
1’013
1’012
1’011
1’010
1’009
1’006
1°003
1°000
0’998
0’996
0’995
0’994
0’993
0’992
0’987

2172
1426
1'254
1'178
1’136
1’109
1’091
1’077
1’067
1’059
1°052
1’046
1°042
1°038
1°034
1°032
1’029
1°027
1°025
1’023
1’021
1’020
1’018
1°017
1’016
1°015
1°014
1’013
1°012
1’011
1’008
1’006
1’002
1’000
0’998
0’997
0’996
0’996
0’994
0’989

2’175
1°428
1’256
1’180
1’138
1’111
1’093
1’079
1’068
1°060

2’178 2’180
1°430 1’432
1'257 1’258
1°182 1’183
1°139 1’140
1’112 1’114
1’094 1’095
1’080 1’081
1’070 1’071

1°062

1’054 1°055

1’062
1’056

1’048
1°043
1°040
1’036
1’033
1’031
1’028
1’026

1’049 1’050

1°045
1’041

1’046
1°042

1’037 1’038
1’034 1’035
1’032 1°033
1’030 1’030
1’027 1°028

1°024 1°026 1’027

1’023
1’021
1°020
1’019
1’017
1’016
1’015
1’015
1’014
1’013
1’010

1°024 1°025

1°022
1’021

1’023
1’022

1’020 1’021
1’019 1’020
1’018 1’019
1’017 1’018
1’016 1’017

1°015
1’014
1’011

1’016
1’015
1’012

1°007 1’008 1’009

1’004 1°005

1’006

1’002
1’000
0’999
0’998
0’997
0’996
0’991

1’003 1’004
1’001 1’002
1’000 1’001
0’999 1’000
0’998 0’999
0’997 0’998
0’992 0’993

2’185
1’434
1261
1’185
1'143
1’116
1’097
1’083
1’073
1’064
1’058
1’052
1°048
1’044
1’040
1’037
1’035
1’032
1’030
1’029
1°027
1’025
1°024
1’023
1’022
1’020
1’020
1’019
1’018
1’017
1’014
1’011
1’008
1’006
1’004
1’003
1’002
1’001
1’000
0’995

2’198
1’442
1°268
1'191
1’149
1’122
1°103
1’089
1’079
1’070
1°064
1’058
1’053
1°049
1’046
1°043
1’040
1’038
1’036
1’034
1°032
1’031
1’030
1°028
1’027
1°026
1°025
1’024
1°023
1°022
1’019
1°017
1’013
1’011
1°009
1’008
1’007
1’007
1’005
1’000
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Tabla A.9: Distribucién F de Snedecor (p = 0'75)

ni

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

100

5’828
2’571
2’024
1’807
1’692
1’621
1°573
1’538
1’512
1’491
1475
1’461
1’450
1’440
1'432
1°425
1’419
1’413
1’408
1’404
1’400
1’396
1’393
1’390
1’387
1°384
1’382
1’380
1’378
1’376
1’368
1’363
1’355
1’349
1°346
1°343
1’341
1’339
1’336
1’324

7°500
3’000
27280
2’000
1’853
1’762
1’701
1’657
1'624
1’598
1’577
1’560
1’545
1’533
1’523
1’514
1’506
1’499
1°493
1°487
17482
1477
1°473
1’470
1'466
1’463
1’460
1457
1°455
1’452
1443
1’435
1’425
1’419
1’414
1’411
1’408
1°406
1’402
1387

8’200
3’153
2’356
2’047
1’884
1’784
1717
1'668
1'632
1’603
1’580
1’561
1°545
1’532
1’520
1’510
1’502
1’494
1487
1’481
1’475
1470
1’466
1’462
1458
1'454
1’451
1°448
1445
1'443
1°432
1°424
1’413
1’405
1’400
1’396
1’393
1°391
1387
1’370

8’581 8’820
3’232 3’280

27390
2’064
1’893
1’787
1’716
1’664
1’625
1’595
1’570
1’550
1’534
1’519
1’507
1’497
1°487
1’479
17472
1’465
1’459
1’454
1’449
1’445
1441
1°437
1’433
1’430
17427
1’424
1’413
1’404
1’393
1’385
1’379
1’375
1’372
1’369
1’365
1’347

27409
2072
1’895
1’785
1’711
1'658
1’617
1’585
1’560
1’539
1’521
1’507
1'494
1483
1’473
1’464
1457
1’450
1’444
1°438
1’433
1428
1'424
1°420
1’417
1'413
1°410
1407
1’395
1'386
1’374
1’366
1’360
1’355
1’352
1°349
1°345
1’326

8’983
3’312
27422
2’077
1’894
1°782
1’706
1’651
1’609
1’576
1’550
1’529
1’511
1’495
1’482
1’471
1’460
1’452
1’444
1’437
1’430
1’424
1’419
1’414
1’410
1’406
1’402
1’399
1’395
1’392
1’380
1’371
1’358
1’349
1’343
1’338
1’335
1’332
1’328
1’307

9’102
3’335
2’430
2’079
1’894
1779
1’701
1°645
1'602
1’569
1'542
1’520
1’501
1485
1472
1°460
1’450
1’441
1'432
1’425
1’419
1'413
1’407
1°402
1’398
1°393
1’390
1’386
1383
1’380
1’367
1'357
1'344
1’335
1’329
1'324
1’320
1'317
1’313
1’292

9’192
3’353
2’436
2’080
1’892
1’776
1’697
1’640
1’596
1’562
1’535
1’512
1’493
1’477
1’463
1’451
1’441
1’431
1’423
1’415
1’409
1’402
1’397
1’392
1’387
1’383
1’379
1’375
1’372
1’369
1’355
1’345
1’332
1’323
1’316
1’311
1’307
1’304
1’300
1’278

9’263
3’366
2441
2’081
1’891
1’773
1°693
1’635
1’591
1’556
1’528
1’505
1486
1’470
1°456
1'443
1’433
1423
1’414
1’407
1’400
1’394
1’388
1’383
1’378
1’374
1’370
1’366
1'362
1’359
1’345
1335
1’321
1’312
1’305
1’300
1'296
1°293
1’289
1'266

9’320 9’367
3’377 3’386

2’445
2’082
1’890
1771
1’690
1’631
1’586
1'551
1’523
1’500
1480
1’463
1°449
1437
1’426
1’416
1’407
1’399
1’392
1’386
1’380
1’375
1’370
1°366
1’361
1’358
1°354
1’351
1’337
1°327
1’312
1’303
1°296
1’291
1287
1°283
1’279
1'255

27448
2’082
1’889
1’769
1°687
1°627
1’582
1'547
1’518
1’495
1’475
1°458
1’443
1431
1’420
1’410
1’401
1’393
1’386
1’379
1’374
1’368
1’363
1’359
1’354
1’350
1’347
1’343
1’329
1’319
1’304
1'294
1’287
1°282
1278
1275
1’270
1246

9’406
3’393
2’450
2’083
1’888
1’767
1°684
1'624
1’579
1°543
1’514
1’490
1470
1453
1438
1°426
1’414
1°404
1’395
1’387
1’380
1°374
1’368
1’362
1’357
1'352
1348
1°344
1°340
1’337
1’323
1'312
1'297
1287
1280
1275
1270
1267
1'262
1'238

9’440
3’400
27452
2’083
1’887
1’765
1’682
1°622
1’576
1’540
1’510
1’486
1’466
1’449
1’434
1’421
1’409
1’399
1’390
1’382
1’375
1’368
1’362
1’357
1’352
1’347
1’342
1’338
1’335
1’331
1’317
1’306
1’291
1’280
1’273
1°268
1’263
1’260
1'255
1’230

9’468 9’493
3’405 3’410

2’454
2’083
1’886
1’764
1°680
1’619
1’573
1'537
1’507
1483
1'462
1445
1430
1417
1’405
1’395
1’386
1’378
1’370
1’364
1’357
1’352
1347
1'342
1’337
1’333
1’330
1’326
1’311
1’300
1285
1274
1267
1'262
1'257
1'254
1'249
1’223

2’455
2’083
1’885
1’762
1’678
1’617
1’570
1’534
1’504
1’480
1’459
1’441
1’426
1’413
1’401
1’391
1’382
1’374
1’366
1’359
1’353
1°347
1’342
1’337
1’333
1’329
1’325
1’321
1’306
1’295
1’280
1’269
1’262
1’256
1’252
1°248
1°243
1217

9’515
3’414
2’456
2’083
1’884
1’761
1°676
1’615
1’568
1’531
1’501
1’477
1'456
1°438
1423
1’410
1’398
1’388
1’378
1’370
1’362
1’355
1’349
1'343
1’338
1’333
1’329
1’325
1'321
1’317
1’302
1'291
1275
1'264
1'257
1’251
1'246
1243
1'237
1’211




Tabla A.10: Distribucién F de Snedecor (p = 0’75)
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9’535
3’418
27458
2’083
1’884
1’760
1’675
1’613
1’566
1’529
1’499
1’474
1’453
1’435
1’420
1’407
1’395
1’384
1’375
1’367
1’359
1’352
1’346
1’340
1’335
1’330
1’325
1’321
1’317
1’313
1’298
1’286
1’270
1’260
1’252
1°246
1’242
1’238
1°233
1’206

9’552 9’567 9’581 9’634 9’670 9’695 9’714 9’729 9’741 9’759 9’772
3’421 3’424 3’426 3’436 3’443 3’448 3’451 3’454 3’456 3’459 3’462
27459 2’459 27460 2’463 2’465 2’466 2’467 2’468 2’469 2°470 2’470
2’083 2’083 27083 2’083 2’082 2’082 2’082 2’082 2’082 2’082 2’082
1’883 1°882 1’882 1’880 1’878 1’877 1’876 1’876 1’875 1’874 1’874
1’759 1°758 1’757 1°753 1’751 1°749 1’748 1’747 1’746 1744 1°743
1°674 1’672 1’671 1’667 1’663 1’661 1’659 1’658 1’657 1’655 1’654
1’612 1°610 1’609 1°603 1’600 1’597 1’595 1’593 1’591 1’589 1’588
1’564 1°563 1’561 1’555 1’551 1’547 1’545 1’543 1’541 1’539 1’537
1°527 1’525 1’523 1’517 1’512 1’508 1’506 1’503 1’502 1’499 1’497
1°497 1°495 1’493 1°486 1’481 1°477 1’474 1’471 1’469 1’466 1’464
1°472 1°470 1’468 1°460 1’454 1°450 1’447 1’445 1’443 1’439 1’437
1°451 1°449 1447 1°438 1’432 17428 1’425 1’422 1’420 1’416 1’414
1°433 1°431 1’428 1°420 1’414 1°409 1’405 1’403 1’400 1’397 1’394
1°417 1°415 1’413 1’404 1’397 1’392 1’389 1’386 1’383 1’380 1’377
1’404 1°401 1’399 1’390 1’383 1’378 1’374 1’371 1’369 1’365 1’362
1’392 1’389 1’387 1’377 1’370 1’365 1’361 1’358 1’355 1’351 1’348
1’381 1’379 1’376 1’366 1’359 1’354 1’350 1’346 1’344 1’340 1’336
1’372 1’369 1’367 1’356 1’349 1’344 1’339 1’336 1’333 1’329 1’326
1’363 1’361 1’358 1’348 1’340 1’335 1’330 1’327 1’324 1’319 1’316
1’356 1’353 1’350 1’340 1’332 1’326 1’322 1’318 1’315 1’311 1’307
1’349 1’346 1’343 1’332 1’324 1’319 1’314 1’310 1’307 1’303 1’299
1’342 1’339 1’337 1’326 1’318 1’312 1’307 1’303 1’300 1’295 1’292
1’337 1’333 1’331 1’319 1’311 1’305 1’300 1’297 1’293 1’289 1’285
1’331 1’328 1’325 1’314 1’306 1°299 1’294 1’291 1’287 1’282 1’279
1’326 1’323 1’320 1’309 1’300 1’294 1’289 1’285 1’282 1’277 1’273
1’322 1°318 1’315 1’304 1’295 1°289 1’284 1’280 1’276 1’271 1’267
1’317 1’314 1’311 1°299 1’291 1°284 1’279 1’275 1’271 1’266 1’262
1’313 1’310 1’307 1’295 1’286 1’280 1’275 1’270 1’267 1’262 1’258
1’310 1’306 1’303 1°291 1’282 1’276 1’270 1’266 1’263 1’257 1’253
1°294 1°291 1’288 1’275 1’266 1’258 1’253 1’248 1’245 1’239 1’234
1°283 1’279 1’276 1’263 1’253 1’245 1’240 1’235 1’231 1’225 1’220
1'266 1°263 1’259 1°245 1’235 1’227 1’221 1’216 1’212 1’205 1’200
1°255 1’252 1’248 1°234 1’223 1°215 1’208 1’203 1’198 1’191 1’186
1°248 1’244 1’240 1°225 1’214 1°206 1’199 1’193 1’189 1’181 1’176
1°242 1°238 1’234 1°219 1’208 1’199 1’192 1’186 1’181 1’174 1’168
1°237 1°233 1’229 1°214 1’202 1’194 1’186 1’180 1’176 1’168 1’162
1°234 1°229 1’226 1°210 1’198 1’189 1’182 1’176 1’171 1’163 1’157
1°228 1°224 1’220 1°204 1’192 1’183 1’175 1’169 1’164 1’156 1’149
1’201 1°196 1’192 1°174 1’161 1’150 1’141 1’134 1’128 1’117 1’109

9’782
3’464
2’471
2’081
1’873
1'742
1°653
1’586
1’536
1°495
1°463
1435
1'412
1’392
1’375
1’360
1’346
1’334
1’323
1’313
1’305
1'296
1’289
1282
1276
1’270
1'264
1'259
1'254
1'250
1’231
1217
1’196
1’182
1’171
1’163
1’157
1’152
1’144
1’103

9’789
3’465
2’471
2’081
1’873
1'742
1°652
1’586
1’535
1°494
1’461
1’434
1’411
1’391
1’373
1’358
1’344
1’332
1’321
1’311
1’303
1°294
1’287
1’280
1°273
1°268
1’262
1°257
1'252
1247
1°228
1'214
1’193
1’178
1’168
1’160
1’153
1°148
1'140
1’097

9’804
3’468
27472
2’081
1’872
1’741
1’650
1’584
1’533
1°492
1’459
1’431
1’408
1’387
1’370
1’354
1’341
1’328
1’317
1’307
1'298
1°290
1’282
1’275
1'269
1’263
1'257
1'252
1'247
1’242
1223
1°208
1’186
1172
1’161
1’152
1'145
1'140
1’131
1’085

9’848
3’476
2’474
2’081
1’869
1’737
1°645
1’578
1’526
1°484
1’451
1’422
1’398
1377
1’359
1°343
1’329
1’317
1’305
1’295
1’285
1°276
1’268
1’261
1'254
1°248
1’242
1'236
1°231
1'226
1’205
1°189
1’165
1°148
1'135
1’125
1’117
1’110
1’100
1’019
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Tabla A.11: Distribucién F de Snedecor (p = 0’9)
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39’86
8’526
5’538
4’545
4’060
3’776
3’589
3’458
3’360
3’285
3’225
3’177
3’136
3’102
3’073
3’048
3’026
3’007
2’990
2’975
2’961
2’949
2’937
2’927
2’918
2’909
2’901
2’894
2’887
2’881
2’855
2’835
2’809
2’791
2’779
2’769
2’762
2’756
2’748
2’707

49’50
9’000
5’462
4’325
3’780
3’463
3’257
3’113
3’006
2’924
2’860
2’807
2’763
2’726
2’695
2’668
2645
2’624
2’606
2’589
2’575
2’561
2’549
2’538
27528
2’519
2’511
2’503
2’495
2’489
27461
2’440
2412
2’393
2’380
2’370
2’363
2’356
2’347
2’304

53’59
9’162
5’391
4’191
3’619
3’289
3’074
2’924
2’813
2’728
2’660
2’606
2’560
2’522
2’490
2’462
2’437
2’416
2’397
2’380
2’365
2’351
2’339
2’327
2’317
2’307
2’299
2’291
2’283
2’276
27247
2’226
2’197
2’177
2’164
2’154
2’146
2’139
2’130
2’085

55’83
9’243
5’343
4’107
3’520
3’181
27961
2’806
2’693
2’605
2’536
2’480
2’434
2’395
27361
2’333
2’308
2’286
27266
2’249
2’233
2’219
2’207
2’195
2’184
2°'174
2’165
2’157
2’149
2’142
2’113
2’091
2°061
27041
2’027
2’016
2’008
2’002
1’992
1’946

5724
9’293
5’309
4’051
3’453
3’108
2’883
2'726
2’611
2’522
2’451
2’394
2’347
2’307
2’273
27244
2’218
2’196
2’176
2’158
2142
27128
2’115
2’103
2’092
2’082
2’073
2’064
2’057
2’049
2’019
1'997
1’966
1'946
1'931
1’921
1’912
1’906
1’896
1’848

58’20
9’326
5’285
4’010
3’405
3’055
2’827
2’668
2’551
2’461
2’389
2’331
27283
2’243
2’208
2’178
2’152
2’130
2’109
2’091
2’075
2’060
2°047
2’035
2’024
2’014
2’005
1’996
1’988
1’980
1’950
1’927
1’895
1’875
1’860
1’849
1’841
1’834
1’824
1775

58’91
9’349
5’266
3’979
3’368
3’014
2°785
2’624
2’505
2’414
2’342
27283
27234
2’193
2’158
2’128
2’102
2’079
2’058
2’040
2’023
2’008
1’995
1’983
1’971
1'961
1'952
1'943
1'935
1'927
1’896
1’873
1’840
1’819
1'804
1’793
1’785
1’778
1’767
1’718

59’44 59’86
9’367 9’381
5’252 5’240
3’955 3’936
3’339 3’316
2’983 2’958
2’752 2’725
2’589 2’561
2’469 2’440
2’377 2’347
2’304 2’274
27245 2’214
2’195 2’164
2’154 2’122
2’119 2’086
2’088 2’055
2’061 2’028
2’038 2’005
2°017 1’984
1’999 1’965
1’982 1’948
1’967 1’933
1’953 1’919
1’941 1’906
1’929 1’895
1°919 1’884
1’909 1’874
1’900 1’865
1’892 1’857
1’884 1’849
1’852 1’817
1’829 1°793
1’796 1°760
1’775 1°738
1’760 1’723
1’748 1’711
1’739 1°702
1’732 1’695
1’722 1’684
1’671 1’633

60’19
9’392
5’230
3’920
3297
2’937
2’703
2’538
2’416
2’323
2248
2’188
2’138
2’095
2’059
2’028
2’001
1977
1’956
1’937
1’920
1’904
1’890
1’877
1’866
1855
1’845
1’836
1'827
1’819
1787
1’763
1’729
1’707
1°691
1’680
1’670
1°663
1’652
1’600

60’47
9’401
57222
3’907
3’282
27920
2’684
2’519
2’396
2’302
27227
2’166
2’116
2°073
2’037
2’005
1’978
1’954
1’932
1’913
1’896
1’880
1’866
1’853
1’841
1’830
1’820
1’811
1’802
1’794
1’761
1’737
1’703
1’680
1’665
1’653
1'643
1°636
1’625
1’572

60’71
9’408
5’216
3’896
3’268
2’905
2’668
2’502
2’379
2’284
2’209
2’147
2’097
2’054
2’017
1'985
1’958
1’933
1’912
1’892
1’875
1’859
1’845
1’832
1’820
1°809
1’799
1’790
1’781
1773
1’739
1’715
1'680
1°657
1°641
1'629
1°620
1’612
1’601
1°547

60’90
9’415
5’210
3’886
3’257
27892
2’654
2’488
2’364
2’269
2’193
2’131
2’080
2°037
2’000
1’968
1’940
1’916
1’894
1’875
1’857
1’841
1’827
1’814
1’802
1’790
1’780
1771
1’762
1’754
1’720
1’695
1’660
1’637
1’621
1’609
1’599
1’592
1’580
1’525

61’07
9’420
5’205
3’878
3’247
2’881
2’643
2’475
2’351
27255
2’179
2’117
2’066
2’022
1’985
1'953
1’925
1’900
1’878
1’859
1’841
1’825
1’811
1’797
1’785
1’774
1’764
1’754
1'745
1’737
1’703
1°678
1'643
1’619
1°603
1’590
1’581
1’573
1’562
1’506

61’22
9’425
5’200
3’870
3’238
2’871
2’632
2’464
2’340
2’244
2’167
2’105
2’053
2’010
1’972
1’940
1’912
1’887
1’865
1’845
1’827
1’811
1’796
1’783
1771
1’760
1’749
1’740
1’731
1’722
1’688
1’662
1'627
1’603
1’587
1’574
1’564
1’557
1’545
1’489

61’35
9’429
5’196
3’864
3’230
2’863
27623
2’454
2’330
2’233
2’156
2’094
2’042
1'998
1’961
1’928
1’900
1’875
1’852
1’833
1’815
1'798
1’784
1’770
1’758
1’747
1’736
1’726
1717
1’709
1°674
1°649
1’613
1’589
1’572
1’559
1’550
1'542
1’530
1473
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61’46
9’433
5’193
3’858
3’223
2’855
2’615
2’446
27320
27224
2’147
2’084
2’032
1’988
1’950
1’917
1’889
1’864
1’841
1’821
1’803
1787
1’772
1’759
1746
1’735
1’724
1’715
1’705
1’697
1’662
1’636
1’600
1’576
1’559
1’546
1’536
1’528
1’516
1’458

61’57
9’436
5’190
3’853
3’217
27848
2607
2’438
2’312
2’215
2’138
2’075
2’023
1'978
1’941
1’908
1’879
1’854
1’831
1’811
1’793
77T
1’762
1'748
1’736
1'724
1’714
1’704
1°695
1'686
1’651
1°625
1’588
1’564
1'547
1’534
1’524
1’516
1’504
1445

61’66
9’439
5’187
3’848
3’212
2’842
2’601
2’431
2’305
2’208
2’130
2°067
2’014
1’970
1’932
1’899
1’870
1’845
1’822
1’802
1’784
1’768
1’753
1’739
1’726
1’715
1’704
1’694
1’685
1’676
1’641
1’615
1’578
1’553
1’536
1’523
1’513
1’505
1’493
1’433

61’74
9’441
5’184
3’844
3’207
2’836
2’595
27425
27298
2’201
2’123
2’060
2’007
1'962
1'924
1’891
1’862
1’837
1’814
1’794
1’776
1’759
1’744
1’730
1’718
1'706
1'695
1°685
1°676
1'667
1'632
1’605
1’568
1'543
1’526
1’513
1’503
1°494
1482
1’422

62’05
9’451
5’175
3’828
3’187
2’815
2’571
2’400
27272
2’174
2’095
2’031
1’978
1’933
1’894
1’860
1’831
1’805
1'782
1’761
1’742
1'726
1’710
1’696
1’683
1’671
1’660
1’650
1’640
1’632
1’595
1’568
1’529
1’504
1’486
1’472
1’461
1’453
1’440
1’377

62’26
9’458
5’168
3’817
3’174
2’800
2’555
2’383
2’255
2’155
2’076
2’011
1’958
1’912
1’873
1’839
1’809
1’783
1’759
1’738
1’719
1’702
1’686
1’672
1°659
1’647
1’636
1'625
1’616
1’606
1’569
1’541
1’502
1’476
1457
1°443
1'432
1423
1’409
1’344

62’42
9’463
5’163
3’810
3’165
2’789
2’544
2’371
2’242
2’142
2’062
1’997
1°943
1’897
1’857
1’823
1’793
1’766
1'743
1’721
1’702
1’685
1’669
1’654
1’641
1°629
1’617
1’607
1'597
1’588
1’550
1°521
1’481
1’454
1°435
1420
1’409
1’400
1’386
1’318

62’53
9’466
5’160
3’804
3’157
2’781
2’535
2’361
27232
2’132
2’052
1’986
1’931
1’885
1’845
1’811
1’781
1’754
1’730
1’708
1’689
1671
1’655
1’641
1°627
1’615
1’603
1’592
1’583
1’573
1’535
1’506
1’465
1437
1’418
1’403
1’391
1’382
1’368
1297

62’62
9’469
5’157
3’799
3’152
2’775
2’528
2’354
2’224
2’124
2°043
1977
1'923
1’876
1’836
1’801
1’771
1’744
1’720
1’698
1'678
1°661
1’645
1’630
1’616
1°604
1’592
1’581
1’571
1’562
1’523
1°493
1'452
1’424
1°404
1'388
1377
1'367
1’353
1’280

62’69
9’471
5’155
3’795
3’147
2’770
2’523
2’348
27218
2’117
2’036
1’970
1’915
1’869
1’828
1’793
1’763
1’736
1’711
1’690
1’670
1’652
1’636
1’621
1’607
1’594
1’583
1'572
1’562
1’552
1’513
1’483
1’441
1’413
1’392
1’377
1’365
1’355
1’340
1’265

62’79
9’475
5’151
3’790
3’140
2’762
2’514
2’339
27208
2’107
2’026
1’960
1’904
1’857
1’817
1’782
1’751
1’723
1°699
1’677
1'657
1'639
1’622
1’607
1’593
1’581
1’569
1’558
1'547
1’538
1°497
1467
1’424
1’395
1'374
1’358
1’346
1’336
1'320
1’242

62’87
9’477
5’149
3’786
3’135
2’756
2’508
2’333
2’202
2’100
2°019
1’952
1’896
1’849
1’808
1’773
1’742
1’714
1’690
1’667
1°647
1’629
1’613
1’597
1’583
1’570
1’558
1’547
1’537
1°527
1’486
1’455
1’412
1’382
1’361
1’344
1’332
1’321
1’305
1’224

62’93
9’479
5’147
3’782
3’132
2’752
2’504
2’328
2’196
2’095
2’013
1'946
1’890
1’843
1’802
1’766
1’735
1’707
1°683
1’660
1'640
1'622
1’605
1’590
1’576
1’562
1’550
1’539
1’529
1’519
1478
1447
1°402
1’372
1’350
1’334
1’321
1’310
1'294
1’209

62’97
9’480
5’145
3’780
3’129
2’749
2’500
2’324
2’192
2’090
2’009
1°942
1’886
1’838
1’797
1’761
1’730
1’702
1677
1’655
1’634
1’616
1’599
1’584
1’569
1°556
1'544
1’533
1°522
1’512
1’471
1°439
1’395
1’364
1°342
1’325
1’312
1’301
1’284
1’197

63’06
9’483
5’143
3’775
3’123
2°742
2’493
2’316
2’184
2’082
2’000
1’932
1’876
1’828
1787
1’751
1’719
1’691
1’666
1’643
1'623
1°604
1’587
1’571
1’557
1’544
1’531
1’520
1’509
1’499
1457
1425
1’379
1348
1’325
1’307
1°293
1282
1’265
1’171

63’32
9’491
5’134
3’761
3’105
2’723
2’471
2’293
2’160
2’056
1’973
1’904
1'847
1’798
1’756
1’719
1’686
1'658
1°632
1’608
1’587
1’568
1’550
1’534
1’519
1°505
1’492
1’479
1°468
1457
1’413
1°378
1'328
1°293
1°267
1'246
1’230
1°216
1’195
1’037
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Tabla A.13: Distribucién F de

Snedecor (p

= 0'95)

ni

1

2 3 4 5 6 7 8 9

10

11

12

13 14

15

16

17

100

161’4
18’51
10’13
7’709
6’608
5’987
5’591
5’318
5’117
4’965
4’844
4’747
4’667
4’600
4’543
4’494
4’451
4’414
4’381
4’351
4’325
4’301
4’279
4’260
4’242
4’225
4’210
4’196
4’183
4’171
4’121
4’085
4’034
4’001
3’978
3’960
3’947
3’936
3’920
3’843

199’5 215’7 224’6 230’2 234’0 236’8 238’9 240’5
19°00 19’16 19’25 19’30 19’33 19’35 19’37 19’38
9’552 9’277 9’117 9’013 8’941 8’887 8’845 8’812
6’944 6’591 6’388 6’256 6’163 6’094 6’041 5’999
5’786 5’409 5’192 5’050 4’950 4’876 4’818 4’772
5’143 4’757 4’534 4’387 4’284 4’207 4’147 4’099
4’737 4’347 4’120 3’972 3’866 3’787 3’726 3’677
4’459 4’066 3’838 3’688 3’581 3’500 3’438 3’388
4’256 3’863 3’633 3’482 3’374 3’293 3’230 3’179
4’103 3’708 3’478 3’326 3’217 3’135 3’072 3’020
3’982 3’587 3’357 3’204 3’095 3’012 2’948 2’896
3’885 3’490 3’259 3’106 2’996 2’913 2’849 2’796
3’806 3’411 3’179 3’025 2’915 2’832 2’767 2’714
3’739 3’344 3’112 2’958 2’848 2’764 2’699 2’646
3’682 3’287 3’056 2’901 2790 2’707 2’641 2’588
3’634 3’239 3’007 2’852 2’741 2’657 2’591 2’538
3’592 3’197 2’965 2’810 2’699 2’614 2’548 2’494
3’555 3’160 27928 2’773 2'661 2’577 2’510 2’456
3’522 3’127 27895 2’740 27628 2’544 2’477 2’423
3’493 3’098 2’866 2’711 2’599 2’514 2’447 2’393
3’467 3’072 2’840 2’685 2’573 2’488 2420 2’366
3’443 3’049 2’817 2’661 2’549 2’464 2’397 2’342
3’422 3’028 2’796 2°640 2’528 2’442 2’375 2’320
37403 3’009 2’776 2’621 2’508 2’423 2’355 2’300
3’385 2’991 2’759 2’603 2’490 2’405 2’337 2’282
3’369 2’975 2°743 2’587 2’474 2’388 2’321 2’265
3’354 2’960 2’728 2’572 2’459 2’373 2’305 2’250
37340 2’947 2’714 2’558 2’445 2’359 2’291 2’236
3’328 2’934 2’701 2’545 2’432 2’346 2’278 2’223
3’316 2’922 27690 2’534 2’421 2’334 2’266 2’211
37267 2’874 27641 2’485 27372 2’285 27217 2’161
37232 2’839 27606 2’449 2’336 2’249 2’180 2’124
3’183 2’790 2’557 2’400 2’286 2’199 2’130 2’073
3’150 2’758 27525 2’368 2’254 2’167 2’097 2’040
3’128 2’736 2’503 2’346 2’231 2’143 2’074 2’017
3’111 2’719 27486 2’329 2’214 2’126 2’056 1’999
3’098 2’706 2’473 2’316 2’201 2’113 2’043 1’986
3’087 2’696 27463 2’305 2’191 2’103 2’032 1’975
3’072 2’680 27447 2’290 2’175 2’087 2’016 1’959
27998 2’607 2’374 2’216 2’100 2°011 1’940 1’882

241’9
19’40
8’785
5’964
4’735
4’060
3’637
3’347
3’137
2’978
2’854
2’753
2’671
2’602
2’544
2’494
2’450
27412
2’378
2’348
2’321
2’297
2’275
2’255
2’236
2’220
2’204
2’190
2’177
2’165
2’114
2’077
2’026
1’993
1’969
1’951
1’938
1'927
1’910
1’833

243’0
19’40
8’763
5’936
4’704
4’027
3’603
3’313
3’102
2’943
2’818
2’717
2’635
2’565
2’507
2’456
2413
2’374
2’340
2’310
27283
2’259
2’236
2’216
27198
2’181
2’166
2’151
2’138
2’126
2’075
2’038
1’986
1’952
1’928
1’910
1’897
1’886
1’869
1’791

243’9
19’41
8’745
5’912
4’678
4’000
3’575
3’284
3’073
2’913
2’788
2’687
2’604
2’534
2’475
2’425
2’381
2’342
2’308
2’278
2’250
2’226
2’204
2’183
2’165
2’148
2’132
2’118
2’104
2’092
2’041
2’003
1’952
1’917
1'893
1’875
1’861
1’850
1’834
1’754

244’7 245’4
19’42 19’42
8’729 8’715
5’891 5’873
4’655 4’636
3’976 3’956
3’550 3’529
3’259 3’237
3’048 3’025
2’887 2’865
2°761 2’739
2’660 2’637
2’577 2’554
2’507 2’484
27448 2’424
27397 2’373
2’353 2’329
2’314 2’290
27280 2’256
2’250 2’225
27222 2’197
27198 2’173
2’175 2’150
2’155 2’130
27136 2’111
2’119 2’094
2’103 2’078
2’089 2’064
2’075 2’050
2’063 2’037
2’012 1’986
1’974 1’948
1’921 1’895
1’887 1’860
1’863 1’836
1’845 1’817
1’830 1’803
1’819 1°792
1’803 1’775
1’722 1’694

245’9
19’43
8’703
5’858
4’619
3’938
3’511
3’218
3’006
2’845
2°719
2°617
2’533
2’463
2’403
2’352
2’308
2’269
2’234
2’203
2’176
2’151
2’128
2’108
2’089
2’072
2’056
2’041
2’027
2°015
1’963
1’924
1’871
1’836
1’812
1’793
1779
1’768
1’750
1’668

246’5
19’43
8’692
5’844
4’604
3’922
3’494
3’202
2’989
2’828
2’701
2’599
2’515
2’445
2’385
2’333
2’289
2’250
2’215
2’184
2’156
2’131
2’109
2’088
2’069
2’052
2’036
2’021
2’007
1’995
1'942
1’904
1’850
1’815
1’790
772
1’757
1'746
1’728
1'646
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246’9
19’44
8’683
5’832
4’590
37908
3’480
3’187
2’974
2’812
2’685
2’583
2’499
2’428
2’368
2’317
2’272
2’233
2’198
2’167
2’139
2’114
2’091
2’070
2’051
2’034
2’018
2’003
1’989
1’976
1’924
1’885
1’831
1’796
1771
1’752
1’737
1’726
1’709
1’625

2473
19’44
8’675
5’821
4’579
3’896
3’467
3’173
2’960
2’798
2’671
2’568
2’484
2’413
2’353
2’302
2257
2°217
27182
2’151
2’123
2’098
2’075
2’054
2’035
2’018
2’002
1'987
1'973
1’960
1’907
1’868
1’814
1778
1’753
1’734
1’720
1’708
1'690
1’606

2477
19’44
8’667
5’811
4’568
3’884
3’455
3’161
27948
2’785
2’658
2’555
2’471
2’400
2’340
2’288
2’243
2’203
2’168
2’137
2’109
2’084
2’061
2’040
2’021
2’003
1°987
1’972
1’958
1’945
1’892
1’853
1’798
1’763
1’737
1’718
1’703
1’691
1’674
1’589

248’0
19°45
8’660
5’803
4’558
3’874
3’445
3’150
2’936
2’774
2’646
2’544
2’459
2’388
2’328
2°276
2’230
2’191
2’155
2’124
2’096
2’071
2048
2’027
2’007
1°990
1'974
1’959
1'945
1’932
1’878
1'839
1’784
1748
1'722
1’703
1°688
1°676
1°659
1’573

249’3
19’46
8’634
5’769
4’521
3’835
3’404
3’108
2’893
2’730
2’601
2’498
2’412
2’341
2’280
27227
2’181
2’141
2’106
2°074
2’045
2’020
1’996
1’975
1’955
1°938
1’921
1’906
1’891
1’878
1’824
1'783
1’727
1’690
1’664
1’644
1’629
1’616
1’598
1’508

250’1
19’46
8’617
5’746
4’496
3’808
3’376
3’079
2’864
2’700
2’570
2’466
2’380
2’308
27247
2’194
2148
2’107
2°071
2’039
2’010
1’984
1’961
1’939
1’919
1’901
1’884
1’869
1’854
1’841
1’786
1’744
1’687
1°649
1°622
1’602
1’586
1'573
1’554
1’461

250’7
19’47
8’604
5’729
4’478
3’789
3’356
3’059
2’842
2’678
2’548
2’443
2’357
2’284
2’223
2’169
2’123
2’082
2’046
2’013
1’984
1°958
1’934
1’912
1’892
1°874
1’857
1’841
1'827
1’813
1’757
1’715
1'657
1’618
1°591
1’570
1’554
1°541
1’521
1425

251’1 251’5
19’47 19’47

8’594
5717
4’464
3’774
3’340
3’043
2’826
2’661
2’531
27426
2’339
2’266
27204
2’151
2’104
2’063
2’026
1’994
1’965
1’938
1’914
1’892
1’872
1’853
1’836
1’820
1’806
1'792
1’735
1’693
1’634
1’594
1’566
1’545
1’528
1’515
1’495
1’396

8’587
5’707
4’453
3’763
3’328
3’030
2’813
2’648
2’517
27412
2’325
2’252
2’190
2’136
2’089
2’048
2’011
1’978
1°949
1’922
1’898
1’876
1’855
1837
1’819
1’803
1'789
1775
1’718
1°675
1’615
1’575
1'546
1’525
1’508
1°494
1474
1’373

251°8
19’48
8’581
5’699
4’444
3’754
3’319
3’020
2’803
2’637
2’507
2’401
2’314
2241
27178
2’124
2°077
2’035
1’999
1’966
1’936
1’909
1’885
1’863
1’842
1’823
1’806
1790
1’775
1’761
1’703
1’660
1’599
1’559
1’530
1’508
1’491
1477
1457
1’353

252’2
19’48
8’572
5’688
4’431
3’740
3’304
3’005
2’787
2’621
27490
2’384
27297
2’223
2’160
2’106
2’058
2’017
1°980
1’946
1’916
1’889
1’865
1’842
1’822
1’803
1’785
1’769
1'754
1’740
1’681
1°637
1’576
1’534
1’505
1482
1°465
1450
1429
1’321

252’5
19’48
8’566
5’679
4’422
3’730
3’294
2’994
2’776
2’609
2’478
2’372
2’284
2’210
2’147
2’093
2’045
2’003
1’966
1’932
1’902
1’875
1’850
1’828
1’807
1°788
1’770
1’754
1°738
1’724
1’665
1’621
1’558
1’516
1’486
1’463
1’445
1’430
1’408
1’296

252’7
19748
8’561
5’673
4’415
3’722
3’286
2’986
2’768
2’601
2’469
2’363
2°275
2’201
2’137
2’083
2’035
1’993
1’955
1’922
1’891
1’864
1’839
1’816
1’796
1’776
1’758
1'742
1'726
1’712
1'652
1°608
1'544
1’502
1471
1448
1°429
1°415
1’392
1277

252’9
19’48
8’557
5’668
4’409
3’716
3’280
2’980
2’761
2’594
2’462
2’356
27267
2’193
2’130
2’075
2°027
1’985
1°947
1’913
1’883
1’856
1’830
1’808
1787
1767
1’749
1’733
1717
1’703
1’643
1°597
1’534
1’491
1°459
1’436
1’417
1’402
1’379
1’260

253’3 254’3
19’49 19’50

8’549
5’658
4’398
3’705
3’267
2’967
2’748
2’580
2’448
2’341
27252
2’178
2’114
2’059
2’011
1’968
1’930
1’896
1’866
1’838
1’813
1’790
1’768
1’749
1’731
1’714
1’698
1’683
1'623
1577
1’511
1467
1435
1’411
1’391
1’376
1’352
1225

8527
5’629
4’366
3’670
3’231
2’929
2’708
2’539
2’406
2’297
2’208
2’132
2’067
2’011
1’962
1’918
1’879
1’844
1’813
1’784
1’758
1’734
1’712
1°692
1’673
1’656
1°639
1'624
1’560
1’511
1440
1’391
1°355
1'327
1’304
1°286
1'257
1°048
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Tabla A.15: Distribucién F de Snedecor (p = 0°975)

ni

na| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1647’8 799’5 864’2 899’6 921’8 937’1 948’2 956’6 963’3 968’6 973’0 976’7 979’8 982’5 984’9 986’9
2138’51 39’00 39’17 39’25 39’30 39’33 39’36 39’37 39’39 39’40 39’41 39’41 39’42 39’43 39’43 39’44
3(17°44 16’04 15’44 15’10 14’88 14’73 14’62 14’54 14’47 14’42 14’37 14’34 14’30 14’28 14’25 14’23
412722 10’65 9’979 9’604 9’364 9’197 9’074 8’980 8’905 8’844 8’794 8’751 8’715 8’684 8’657 8’633
5110’01 8’434 7’764 7’388 7’146 6’978 6’853 6’757 6’681 6’619 6’568 6’525 6’488 6’456 6’428 6’403
68’813 7’260 6’599 6’227 5’988 5’820 5’695 5’600 5’523 5’461 5’410 5’366 5’329 5’297 5’269 5’244
718’073 6’542 5’890 5’523 5’285 5’119 4’995 4’899 4’823 4’761 4’709 4’666 4’628 4’596 4’568 4’543
8|7'571 6’059 5'416 5’053 4’817 4’652 4’529 4’433 4’357 4’295 4’243 4’200 4’162 4’130 4’101 4’076
9(7°209 5’715 5’078 4’718 4’484 4’320 4’197 4’102 4’026 3’964 3’912 3’868 3’831 3’798 3’769 3’744
10|6’937 5’456 4’826 4’468 4’236 4’072 3’950 3’855 3’779 3’717 3’665 3’621 3’583 3’550 3’522 3’496
11|6°724 5’256 4’630 4’275 4’044 3’881 3’759 3’664 3’588 3’526 3’474 3’430 3’392 3’359 3’330 3’304
126’554 5’096 4’474 4’121 3’891 3’728 3’607 3’512 3’436 3’374 3’321 3’277 3’239 3’206 3’177 3’152
136’414 4’965 4’347 3’996 3’767 3’604 3’483 3’388 3’312 3’250 3’197 3’153 3’115 3’082 3’053 3’027
146’298 4’857 4’242 3’892 3’663 3’501 3’380 3’285 3’209 3’147 3’095 3’050 3’012 2’979 2’949 2’923
15|6’200 4’765 4’153 3’804 3’576 3’415 3’293 3’199 3’123 3’060 3’008 2’963 2’925 2’891 2’862 2’836
16|6’115 4’687 4’077 3’729 3’502 3’341 3’219 3’125 3’049 27986 2’934 2’889 2’851 2’817 2’788 2’761
17(6°042 4’619 4’011 3’665 3’438 3’277 3’156 3’061 2’985 2’922 2’870 2’825 2’786 2’753 2’723 2°697
185’978 4’560 3’954 3’608 3’382 3’221 3’100 3’005 2’929 2’866 2’814 2’769 2’730 2’696 2’667 2’640
195’922 4’508 3’903 3’559 3’333 3’172 3’051 27956 2’880 2’817 2’765 2’720 2’681 2’647 2°617 2’591
20(5’871 4’461 3’859 3’515 3’289 3’128 3’007 2’913 2’837 2’774 2’721 2’676 2°637 2’603 2’573 2’547
21(5’827 4’420 3’819 3’475 3’250 3’090 2’969 2’874 2’798 2’735 2’682 2’637 2’598 2’564 2’534 2’507
22(5°786 4’383 3’783 3’440 3’215 3’055 2’934 2’839 2’763 2’700 2’647 2°602 2’563 2’528 2’498 2’472
235’750 4’349 3’750 3’408 3’183 3’023 2’902 2’808 2’731 2’668 2’615 2’570 2’531 2’497 2’466 2’440
24|5°717 4’319 3’721 3’379 3’155 2’995 2’874 2’779 2’703 2’640 2’586 2’541 2’502 2’468 2’437 2’411
25(5’686 4’291 3’694 3’353 3’129 2’969 2’848 2’753 2’677 2’613 2’560 2’515 2’476 2’441 2’411 2’384
26(5’659 4’265 3’670 3’329 3’105 2’945 2’824 2’729 2’653 2’590 2’536 2’491 2’452 2’417 2’387 2’360
27(5’°633 4’242 3’647 3’307 3’083 2’923 2’802 2’707 2’631 2’568 2’514 2’469 2’429 2’395 2’364 2’337
28(5’610 4’221 3’626 3’286 3’063 2’903 2’782 2’687 2'611 2’547 2’494 2’448 2’409 2’374 2’344 2’317
29(5’588 4’201 3’607 3’267 3’044 2’884 2’763 2’669 2’592 2’529 2’475 2’430 2’390 2’355 2’325 2’298
30(5’568 4’182 3’589 3’250 3’026 2’867 2’746 2’651 2’575 2’511 2’458 2’412 2’372 2’338 2’307 2’280
35(5’485 4’106 3’517 3’179 2’956 2’796 2’676 2’581 2’504 2’440 2’387 2’341 2’301 2’266 2’235 2’207
40(5’424 4’051 3’463 3’126 2’904 2’744 27624 2’529 2’452 2’388 2’334 2’288 2’248 2’213 2’182 2’154
50(5’340 3’975 3’390 3’054 2’833 2’674 2’553 2’458 2’381 2’317 2’263 2’216 2’176 2’140 2’109 2’081
60(5’286 3’925 3’343 3’008 2’786 2’627 2’507 2’412 2’334 2’270 2’216 2’169 2’129 2’093 2’061 2°033
70(5°247 3’890 3’309 2’975 2’754 2’595 2’474 2’379 2’302 2’237 2’183 2’136 2’095 2’059 2’028 1’999
80(5’218 3’864 3’284 2’950 2’730 2’571 2’450 2’355 2’277 2’213 2’158 2’111 2’071 2’035 2’003 1’974
90(5’196 3’844 3’265 2’932 2’711 2’552 2’432 2’336 2’259 2’194 2’140 2’092 2’051 2’015 1’983 1’955
100(5°179 3’828 3’250 2’917 27696 2’537 2’417 2’321 2’244 2’179 2’124 2’077 2’036 2’000 1’968 1’939
12057152 3’805 3’227 2’894 2674 2°515 2’395 27299 2’222 27157 2’102 2’055 2’014 1’977 1’945 1’916
00 (5’027 3’692 3’119 2’788 2’569 2’411 2’290 2’194 2’116 2’051 1’995 1’947 1’905 1’868 1’835 1’806
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988’7
39’44
14’21
8’611
6’381
57222
4’521
4’054
3’722
3’474
3’282
3’129
3’004
2’900
2’813
2’738
2673
2’617
2’567
2’523
2’483
27448
2’416
2’386
2’360
2’335
2’313
27292
2’273
2’255
2’183
2’129
2’056
2’008
1’974
1’948
1’929
1’913
1’890
1’779

990’3 991’8 993’1 998’1 1001 1004 1006 1007 1008 1010 1011 1012 1013
39’44 39’45 39’45 39’46 39’46 39’47 39’47 39’48 39’48 39’48 39’48 39’49 39’49
14’20 14’18 14’17 14’12 14’08 14’06 14’04 14’02 14’01 13’99 13’98 13’97 13’96
8’592 8’575 8’560 8’501 8’461 8’433 8’411 8’394 8’381 8’360 8’346 8’335 8’326
6’362 6’344 6’329 6’268 6’227 6’197 6’175 6’158 6’144 6’123 6’107 6’096 6’087
5’202 5’184 5’168 5’107 5’065 5’035 5’012 4’995 4’980 4’959 4’943 4’932 4’923
4’501 4’483 4’467 4’405 4’362 4’332 4’309 4’291 4’276 4’254 4’239 4’227 4’218
4’034 4’016 3’999 3’937 3’894 3’863 3’840 3’821 3’807 3’784 3’768 3’756 3’747
3’701 3’683 3’667 3’604 3’560 3’529 3’505 3’487 3’472 3’449 3’433 3’421 3’411
3’453 3’435 3’419 3’355 3’311 3’279 3’255 3’237 3’221 3’198 3’182 3’169 3’160
3’261 3’243 3’226 3’162 3’118 3’086 3’061 3’042 3’027 3’004 2’987 2’974 2’964
37108 3’090 3’073 3’008 2’963 2’931 2’906 2’887 2’871 2’848 2’831 2’818 2’808
27983 2’965 27948 2’882 2’837 2’805 2’780 2’760 2’744 2’720 2’703 2’690 2’680
2’879 2’861 2’844 2’778 2’732 2°699 2’674 2°654 2’638 2’614 2’597 2’583 2’573
2’792 2773 2°756 2'689 2°644 2’610 2’585 2’565 2’549 2’524 2’506 2’493 27482
2717 2’698 2681 2’614 2’568 2’534 2’509 27488 2’472 27447 2’429 2’415 2’405
2’652 2’633 2’616 2°548 2’502 2’468 2’442 2’422 2’405 2’380 2’362 2’348 2’337
2’596 2’576 2’559 2’491 2’445 2’410 2’384 2’364 2’347 2’321 2’303 2’289 2’278
2’546 2’526 2’509 2’441 2’394 2’359 2’333 2’312 2’295 27270 2’251 2’237 2’226
2’501 2’482 2’464 2°396 2’349 2’314 2’287 2’266 2’249 2’223 2’205 2’190 2’179
27462 2’442 2’425 2’356 2’308 2’273 2’246 2’225 2’208 2’182 2’163 2’148 2’137
27426 2’407 2’389 2’320 2’272 2’237 2’210 27188 2’171 2’145 2’125 2’111 2’099
2394 2°374 2’357 2°287 2’239 2’204 2’176 2’155 2’137 2’111 2’091 2’077 2’065
27365 2’345 2’327 2’257 2’209 2’173 2’146 2’124 2’107 2°080 2’060 2’045 2’034
27338 2’318 2’300 2’230 2’182 2’146 2’118 2°096 2’079 2’052 2’032 2’017 2’005
27314 2’294 2’276 2’205 2’157 2’120 2’093 2°071 2’053 2’026 2’006 1’991 1’979
27291 2’271 2’253 2’183 2’133 2’097 2’069 2°047 2’029 2°002 1’982 1’966 1’954
27270 2’251 2’232 2’161 2’112 2°076 2’048 2’025 2’007 1’980 1’959 1’944 1’932
27251 2’231 2’213 2’142 2°092 2’056 2’028 2’005 1’987 1’959 1’939 1’923 1’911
27233 2’213 27195 2’124 2’074 2°037 2’009 1’986 1’968 1’940 1’920 1’904 1’892
27160 2’140 27122 2’049 1’999 1’961 1’932 1’909 1’890 1’861 1’840 1’824 1’811
27107 2’086 2’068 1’994 1’943 1’905 1’875 1’852 1’832 1’803 1’781 1’764 1’751
27033 2’012 17993 1’919 1’866 1’827 1’796 1’772 1’752 1’721 1’698 1’681 1’667
1’985 1’964 1’944 1°869 1’815 1°775 1’744 1’719 1’699 1’667 1’643 1625 1’611
1’950 1’929 1’910 1’833 1’779 1°739 1’707 1’681 1’660 1’628 1’604 1’585 1’570
1°925 1°904 1’884 1°807 1’752 1’711 1’679 1’653 1’632 1’599 1’574 1’555 1’540
1’905 1’884 1’864 1°787 1’731 1’690 1’657 1’631 1’610 1’576 1’551 1’531 1’516
1’890 1’868 1’849 1°770 1’715 1’673 1’640 1’614 1’592 1’558 1’532 1’512 1’496
1’866 1°845 1’825 1°746 1’690 1°647 1’614 1’587 1’565 1’530 1’504 1’483 1’467
1’754 1°732 1’711 1°629 1’569 1°523 1’487 1’457 1’432 1’392 1’361 1’337 1’317

1014
39’49
13’95
8’309
6’069
4’904
4’199
3’728
3’392
3’140
2’944
2’787
2’659
2’552
27461
2’383
2’315
2’256
27203
2’156
2’114
2°076
2041
2’010
1’981
1’954
1’930
1’907
1’886
1’866
1’785
1'724
1’639
1’581
1’539
1’508
1483
1'463
1’433
1273

1018
39’50
13’90
8’259
6’017
4’850
4’144
3’672
3’334
3’081
2’884
2’726
2’597
2’489
2’397
2’318
2’249
2’189
2’135
2°087
2’044
2’005
1’970
1'937
1’907
1880
1’855
1’831
1’809
1’789
1’704
1°639
1°548
1’485
1°438
1’403
1’374
1°351
1’314
1’057
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98’50
34’12
21°20
16’26
13’75
12725
11°26
10’56
10’04
9’646
9’330
9’074
8’862
8’683
8’531
8’400
8’285
8’185
8’096
8017
77945
7’881
7823
7770
7721
7677
7’636
7’598
7’562
7’419
7’314
7171
7077
7011
6’963
6’925
6’895
6’851
6’640

4999 5404 5624 5764 5859 5928 5981 6022
99’00 99’16 99’25 99’30 99’33 99’36 99’38 99’39
30’82 29’46 28’71 28’24 27’91 27’67 27’49 27’34
18’00 16’69 15’98 15’52 15’21 14’98 14’80 14’66
13’27 12°06 11’39 10’97 10’67 10’46 10’29 10’16
10’92 9’780 9’148 8’746 8’466 8’260 8’102 7’976
9’547 8’451 7’847 7’460 7°191 6’993 6’840 6’719
8’649 7’591 7°006 6’632 6’371 6’178 6’029 5’911
8’022 6’992 6’422 6’057 5’802 5’613 5’467 5’351
7’559 6’552 5’994 5’636 5’386 5’200 5’057 4’942
7°206 6’217 5’668 5’316 5’069 4’886 4’744 4’632
6’927 5’953 5’412 5’064 4’821 4’640 4’499 4’388
6’701 5’739 5’205 4’862 4’620 4’441 4’302 4’191
6’515 5’564 5’035 4’695 4’456 4’278 4’140 4’030
6’359 5’417 4’893 4’556 4’318 4’142 4’004 3’895
6’226 5’292 4’773 4’437 4’202 4’026 3’890 3’780
6’112 5’185 4’669 4’336 4’101 3’927 3’791 3’682
6’013 5’092 4’579 4’248 4’015 3’841 3’705 3’597
5’926 5’010 4’500 4’171 3’939 3’765 3’631 3’523
5’849 4’938 4’431 4’103 3’871 3’699 3’564 3’457
5’780 4’874 4’369 4’042 3’812 3’640 3’506 3’398
5’719 4’817 4’313 3’988 3’758 3’587 3’453 3’346
5’664 4’765 4’264 3’939 3’710 3’539 3’406 3’299
5’614 4’718 4’218 3’895 3’667 3’496 3’363 3’256
5’568 4’675 4’177 3’855 3’627 3’457 3’324 3’217
5’526 4’637 4’140 3’818 3’591 3’421 3’288 3’182
5’488 4’601 4’106 3’785 3’558 3’388 3’256 3’149
5’453 4’568 4’074 3’754 3’528 3’358 3’226 3’120
5’420 4’538 4’045 3’725 3’499 3’330 3’198 3’092
5’390 4’510 4’018 3’699 3’473 3’305 3’173 3’067
5’268 4’396 3’908 3’592 3’368 3’200 3’069 2’963
5’178 4’313 3’828 3’514 3’291 3’124 2’993 2’888
5’057 4’199 3’720 3’408 3’186 3’020 2’890 2’785
4’977 4’126 3’649 3’339 3’119 2’953 2’823 2’718
4’922 4’074 3’600 3’291 3’071 2’906 2’777 2°672
4’881 4’036 3’563 3’255 3’036 2’871 2’742 2°637
4’849 4’007 3’535 3’228 3’009 2’845 2’715 2’611
4’824 3’984 3’513 3’206 2’988 2’823 2’694 2’590
4’787 3’949 3’480 3’174 2’956 2’792 2’663 2’559
4’609 3’786 3’323 3’021 2’806 2’643 2’515 2’411

6056
99’40
2723
14’55
10°05
7’874
6’620
5’814
5’257
4’849
4’539
4’296
4’100
3’939
3’805
3’691
3’593
3’508
3’434
3’368
3’310
3’258
3’211
3’168
3’129
3’094
3’062
3’032
3’005
2’979
2’876
2’801
2’698
2’632
2’585
2’551
2’524
2’503
2°472
2’324

6083
99’41
27’13
14’45
9’963
7790
6’538
5’734
5’178
4’772
4’462
4’220
4’025
3’864
3’730
3’616
3’518
3’434
3’360
3’294
3’236
3’184
3’137
3’094
3’056
3’021
27988
2’959
2’931
2’906
2’803
2’727
2’625
2’559
2’512
2’478
27451
2’430
2’399
27251

6107
99’42
27°05
14’37
9’888
7718
6’469
5’667
5’111
4’706
4’397
4’155
3’960
3’800
3’666
3’553
3’455
3’371
3297
3’231
3’173
3’121
3’074
3’032
2’993
2’958
2’926
2’896
2’868
2’843
2’740
2’665
2’563
2’496
2’450
2’415
2’389
2’368
2’336
2’188

6126
99’42
26’98
14’31
9’825
7657
6’410
5’609
5’055
4’650
4’342
4’100
3’905
3’745
3’612
3’498
3’401
3’316
37242
3177
3’119
3’067
3’020
2°977
2’939
2’904
2’872
27842
2’814
2’789
2’686
2’611
2’508
27442
2’395
2’361
2’334
2’313
27282
2’133

6143

99’43
26’92
14’25
9’770
77605
6’359
5’559
5’005
4’601
4’293
4’052
3’857
3’698
3’564
3’451
3’353
3’269
3’195
3’130
3’072
3’019
2973
2’930
2’892
2’857
2’824
2’795
2’767
2°742
2’639
2’563
2’461
2’394
2’348
2’313
2’286
27265
2’234
2’085

6157
99’43
26’87
14’20
9’722
7’559
6’314
5’515
4’962
4’558
4’251
4’010
3’815
3’656
3’522
3’409
3’312
37227
3’153
3’088
3’030
2’978
2’931
2’889
2’850
2’815
2’783
2’753
2’726
2’700
2’597
2’522
2’419
2’352
2’306
27271
2’244
2’223
2’191
2’042

6170
99’44
26’83
14’15
9’680
7’519
6’275
5’477
4’924
4’520
4’213
3’972
3’778
3’619
3’485
3’372
3’275
3’190
3’116
3’051
27993
2’941
2’894
2’852
2’813
2°778
2°746
2’716
2’689
2’663
2’560
2’484
2’382
2’315
27268
2’233
2’206
2’185
2’154
2’004
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6181

99’44
26’79
14’11
9’643
7°483
6’240
5’442
4’890
4487
4’180
3’939
3’745
3’586
3’452
3’339
3’242
3’158
3’084
3’018
2’960
27908
2’861
2’819
2’780
2’745
2°713
2’683
2’656
2’630
27527
2’451
27348
27281
2’234
2’199
2’172
2’151
2’119
1’969

6191
99’44
26’75
14’08
9’609
7’451
6’209
5’412
4’860
4’457
4’150
3’910
3’716
3’556
3’423
3’310
3’212
3’128
3’054
2’989
2’931
2’879
2’832
2’789
2’751
2'715
2’683
2’653
27626
2’600
27497
27421
2’318
2’251
27204
2’169
2’142
2’120
2’089
1’937

6201 6209
99’45 99’45
26’72 26’69
14’05 14’02
9’580 9’553
77422 7’396
6’181 6’155
5’384 5’359
4’833 4’808
4’430 4’405
4’123 4’099
3’883 3’858
3’689 3’665
3’529 3’505
3’396 3’372
3’283 3’259
3’186 3’162
3’101 3’077
3’027 3’003
2’962 2’938
2’904 2’880
2’852 2’827
2’805 2’780
2’762 2’738
2’724 2’699
2’688 2’664
2’656 2’632
2’626 2’602
2’599 2’574
2’573 2’549
2’470 2’445
2’394 2’369
27290 2’265
27223 2’198
2’176 2’150
2’141 2’115
2’114 2’088
2’092 2’067
2’060 2035
1’908 1’882

6240
9946
26’58
13’91
9’449
7’296
6’058
5’263
4’713
4’311
4’005
3’765
3’571
3’412
3’278
3’165
3’068
2’983
2’909
2’843
2’785
2’733
2’686
2’643
2’604
2’569
2’536
2’506
2’478
2’453
2’348
27271
2’167
2’098
2’050
2’015
1’987
1’965
1’932
1’776

6260
99’47
26’50
13’84
9’379
7229
5’992
5’198
4’649
4’247
3’941
3’701
3’507
3’348
3’214
3’101
3’003
2’919
2’844
2’778
2’720
2’667
2’620
2’577
2’538
2’503
2’470
2’440
2412
2’386
27281
2’203
2’098
27028
1’980
1’944
1’916
1'893
1’860
1’700

6275

99’47
26’45
13’79
9’329
7’180
5’944
5’151
4’602
4’201
3’895
3’654
3’461
3’301
3’167
3’054
2’956
2’871
2’797
2’731
2’672
2’620
2’572
2’529
2’490
2’454
2’421
2’391
2’363
2’337
2’231
2’153
2’046
1’976
1'927
1’890
1’862
1°839
1’806
1°642

6286
9948
26’41
13’75
9’291
7’143
5’908
5’116
4’567
4’165
3’860
3’619
3’425
3’266
3’132
3’018
2’920
2’835
2’761
2’695
2’636
2’583
2’536
27492
2’453
2417
2’384
2’354
2’325
27299
2’193
2’114
2’007
1’936
1’886
1’849
1’820
1°797
1’763
1’596

6296
99’48
26’38
13’71
9’262
7115
5’880
5’088
4’539
4’138
3’832
3’592
3’398
3’238
3’104
2’990
2’892
2’807
2’732
2’666
2’607
2’554
2’506
2’463
2’424
2’388
2’354
2’324
2’296
2’269
2’162
2’083
1'975
1’904
1’853
1’816
1787
1’763
1’728
1’559

6302
9948
26’35
13’69
9’238
7’091
5’858
5’065
4’517
4’115
3’810
3’569
3’375
3’215
3’081
27967
2’869
2’784
2’709
2’643
2’584
2’531
2’483
2’440
27400
2’364
2’330
2’300
27271
27245
2’137
2’058
1’949
1’877
1’826
1’788
1’759
1’735
1’700
1’527

6313
99’48
26’32
13’65
9’202
7057
5’824
5’032
4’483
4’082
3’776
3’535
3’341
3’181
3’047
2’933
2’835
2’749
2674
2’608
2’548
27495
2447
27403
2’364
2’327
2’294
27263
2’234
27208
2’099
2’019
1’909
1’836
1’785
1’746
1’716
1'692
1'656
1’477

6321

9948
2629
13’63
9’176
7°032
5’799
5’007
4’459
4’058
3’752
3’511
3’317
3’157
3’022
2’908
2’810
2’724
2’649
2’582
2’523
2’469
27421
2’377
2’337
2’301
27267
2’236
27207
2’181
2°072
1’991
1’880
1’806
1’754
1’714
1’684
1’659
1’623
1’439

6326
99’48
26’27
13’61
9’157
7013
5’781
4’989
4’441
4’039
3’734
3’493
3’298
3’138
3’004
2’889
2’791
2’705
2’630
2’563
2’503
2’450
2’401
2’357
2’317
2’281
2°247
2’216
2’187
2’160
2’050
1'969
1’857
1’783
1'730
1°690
1’659
1°634
1'597
1’409

6331

99’49
26’25
13’59
9’142
67998
5’766
4’975
4’426
4’025
3’719
3’478
3’284
3’124
2’989
2’875
2’776
2’690
2’614
2’548
2’488
2’434
2’386
2’342
2’302
2’265
2’231
2’200
2’171
2’144
2’034
1°952
1’839
1’764
1’711
1’671
1’639
1’614
1’576
1’384

6340
99’49
2622
13’56
9’112
6’969
5’737
4’946
4’398
3’996
3’690
3’449
3’255
3’094
2’959
2’845
2746
2’660
2’584
2’517
2’457
27403
2’354
2’310
27270
2’233
2’198
2’167
2’138
2’111
2’000
1'917
1’803
1726
1°672
1’630
1’598
1'572
1’533
1’330

6366
99’50
26’13
13’47
9’023
6’882
5’652
4’861
4’313
3’911
3’605
3’363
3’168
3’006
2’871
2’755
2’655
2’568
2’492
2’424
2’363
2’308
2’258
2’213
2’172
2’134
2’099
2’067
2’037
2’009
1’894
1°808
1'686
1’604
1°544
1’498
1’461
1°431
1’385
1’068
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Tabla A.19: Distribucién F de Snedecor (p = 07995)

ni

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

3
©

16212 19997 21614 22501 23056 23440 23715 23924 24091 24222 24334 24427 24505 24572 24632 24684
198’5 199’0 199’2 199’2 199’3 199’3 199’4 199’4 199’4 199’4 199’4 199’4 199’4 199’4 199’4 199’4
55’55 49’80 47’47 46’20 45’39 44’84 44’43 44’13 43’88 43’68 43’52 43’39 43’27 43’17 43’08 43’01
31’33 26’28 24’26 23’15 22’46 21’98 21’62 21’35 21’14 20’97 20’82 20’70 20’60 20’51 20’44 20’37
22’78 18’31 16’53 15’56 14’94 14’51 14’20 13’96 13’77 13’62 13’49 13’38 13’29 13’21 13’15 13’09
18’63 14’54 12’92 12’03 11’46 11°07 10’79 10’57 10’39 10’25 10’13 10’03 9’950 9’878 9’814 9’758
16’24 12°40 10’88 10’05 9’522 9’155 8’885 8’678 8’514 8’380 8’270 8’176 8’097 8’028 7’968 7’915
14’69 11°04 9’597 8’805 8’302 7’952 7’694 7’496 7’339 7'211 7’105 7’015 6’938 6’872 6’814 6’763
13’61 10’11 8’717 7’956 7’471 7°134 6’885 6’693 6’541 6’417 6’314 6’227 6’153 6’089 6’032 5’983
12’83 9’427 8’081 7’343 6’872 6’545 6’303 6’116 5’968 5’847 5’746 5’661 5’589 5’526 5’471 5’422
12°23 8’912 7°600 6’881 6’422 6’102 5’865 5’682 5’537 5’418 5’320 5’236 5’165 5’103 5’049 5’001
12(11°75 8’510 7’226 6’521 6’071 5’757 5’524 5’345 5202 5’085 4’988 4’906 4’836 4’775 4’721 4’674
13[11°37 8’186 6’926 6’233 5’791 5’482 5’253 5’076 4’935 4’820 4’724 4’643 4’573 4’513 4’460 4’413
14(11°06 7’922 6’680 5’998 5’562 5’257 5’031 4’857 4’717 4’603 4’508 4’428 4’359 4’299 4’247 4’201
15(10°80 7’701 6’476 5’803 5’372 5’071 4’847 4’674 4’536 4’424 4’329 4’250 4’181 4’122 4’070 4’024
1610’58 7’514 6’303 5’638 5’212 4’913 4’692 4’521 4’384 4’272 4’179 4’099 4’031 3’972 3’920 3’875
17|10°38 7’354 6’156 5’497 5’075 4’779 4’559 4’389 4’254 4’142 4’050 3’971 3’903 3’844 3’793 3’747
1810’22 7’215 6’028 5’375 4’956 4’663 4’445 4’276 4’141 4’030 3’938 3’860 3’793 3’734 3’683 3’637
19(10°07 7°093 5’916 5’268 4’853 4’561 4’345 4’177 4’043 3’933 3’841 3’763 3’696 3’638 3’587 3’541
20|9’944 6’987 5’818 5’174 4’762 4’472 4’257 4’090 3’956 3’847 3’756 3’678 3’611 3’553 3’502 3’457
219’829 6’891 5’730 5’091 4’681 4’393 4’179 4’013 3’880 3’771 3’680 3’602 3’536 3’478 3’427 3’382
229’727 6’806 5’652 5’017 4’609 4’322 4’109 3’944 3’812 3’703 3’612 3’535 3’469 3’411 3’360 3’315
23|9’635 6’730 5’582 4’950 4’544 4’259 4’047 3’882 3’750 3’642 3’551 3’474 3’408 3’351 3’300 3’255
249’551 6’661 5’519 4’890 4’486 4’202 3’991 3’826 3’695 3’587 3’497 3’420 3’354 3’296 3’246 3’201
25(9’475 6’598 5’462 4’835 4’433 4’150 3’939 3’776 3’645 3’537 3’447 3’370 3’304 3’247 3’196 3’152
269’406 6’541 5’409 4’785 4’384 4’103 3’893 3’730 3’599 3’492 3’402 3’325 3’259 3’202 3’151 3’107
2719°342 6’489 5’361 4’740 4’340 4’059 3’850 3’687 3’557 3’450 3’360 3’284 3’218 3’161 3’110 3’066
28|9’284 6’440 5’317 4’698 4’300 4’020 3’811 3’649 3’519 3’412 3’322 3’246 3’180 3’123 3’073 3’028
299’230 6’396 5’276 4’659 4’262 3’983 3’775 3’613 3’483 3’376 3’287 3’211 3’145 3’088 3’038 2’993
30|9°180 6’355 5’239 4’623 4’228 3’949 3’742 3’580 3’451 3’344 3’255 3’179 3’113 3’056 3’006 2’961
35|8’976 6’188 5’086 4’479 4’088 3’812 3’607 3’447 3’318 3’212 3’124 3’048 2’983 2’926 2’876 2’831
40|8’828 6’066 4’976 4’374 3’986 3’713 3’509 3’350 3’222 3’117 3’028 2’953 2’888 2’831 2’781 2’737
50|8’626 5’902 4’826 4’232 3’849 3’579 3’376 3’219 3’092 2’988 2’900 2’825 2’760 2’703 2’653 2’609
60|8’495 5’795 4’729 4’140 3’760 3’492 3’291 3’134 3’008 2’904 2’817 2’742 2’677 2’620 2’570 2’526
708’403 5°720 4’661 4’076 3’698 3’431 3’232 3’076 2’950 2’846 2’759 2’684 2’619 2’563 2’513 2’468
808’335 5’665 4’611 4’028 3’652 3’387 3’188 3’032 2’907 2’803 2’716 2’641 2’577 2’520 2’470 2’425
90|8’282 5’623 4’573 3’992 3’617 3’352 3’154 2’999 2’873 2’770 2’683 2’608 2’544 2’487 2’437 2’393
100| 8’241 5’589 4’542 3’963 3’589 3’325 3’127 2’972 2’847 2’744 2’657 2’583 2’518 2’461 2’411 2’367
120| 8’179 5’539 4’497 3’921 3’548 3’285 3’087 2’933 2’808 2’705 2’618 2’544 2°479 2’423 2’373 2’328
co| 7’886 5'304 4’284 3’720 3’355 3’096 27901 2’749 2’625 2’523 27437 2’363 2’298 2’241 2’191 2’146

© 00 N D U W N =

e
= o




Tabla

A .20: Distribucién F de Snedecor

(p = 0'995)

225

ni

17

18

19

20

25

30

35

40

45

50

60

70

80

90

120

oo

© 00 1 D U W N =

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
35
40
50
60
70
80
90
100
120

24728 24766 24803 24837 24959 25041

199’4
42'94
20’31
13’03
9’709
7’868
6’718
5’939
5’379
4’959
4’632
4’372
4’159
3’983
3’834
3’707
3’597
3’501
3’416
37342
3’275
3’215
3’161
3’111
3’067
3’026
27988
2’953
27921
2’791
2’697
2’569
2’486
2’428
2’385
2’353
2’326
2’288
2’105

199’4
42’88
2026
12798
9’664
7’826
6’678
5’899
5’340
4’921
4’595
4’334
4’122
3’946
3’797
3’670
3’560
3’464
3’380
3’305
3’239
3’179
3’125
3’075
3’031
2’990
2’952
2’917
2’885
2’755
2’661
2’533
2’450
2’392
2’349
2’316
2’290
2’251
2’069

199’4
42’83
20°21
12°94
9’625
7’788
6’641
5’864
5’306
4’886
4’561
4’301
4’089
3’913
3’764
3’637
3’527
3’432
3348
3’273
3’206
3’146
3’092
3’043
27998
2’957
2’919
2’885
2’853
2°723
27628
2’500
27417
2’359
2’316
27283
2'257
2’218
2’035

199’4
42’78
20°17
12’90
9’589
7754
6’608
5’832
5’274
4’855
4’530
4’270
4’059
3’883
3’734
3’607
37498
3’402
3’318
3’243
3’176
3’116
3’062
3’013
2’968
27927
2’890
2’855
2’823
2’693
2’598
2’470
27387
2’329
2’286
27253
27227
2’188
2’004

199’4
42’59
20’00
12’76
9’451
7623
6’482
5’708
5’153
4’736
4’412
4’153
3’942
3’766
3’618
3’492
3’382
37287
3’203
3’128
3’061
3’001
27947
2’898
2’853
2’812
2’775
2’740
2’708
2’577
2’482
2’353
2’270
27211
2’168
2’134
2’108
2’069
1’882

199’5
42’47
19’89
12°66
9’358
7’534
6’396
5’625
5’071
4’654
4’331
4’073
3’862
3’687
3’539
3’412
3’303
3’208
3’123
3’049
2’982
2’922
2’868
2’819
2’774
2’733
2’695
2’660
2’628
2’497
2’401
2°272
2’187
2’128
2’084
2’051
2’024
1’984
1’794

25101 25146 25183 25213 25254

199’5
42’38
19’81
12’58
9’291
7471
6’334
5’564
5’011
4’595
4’272
4’015
3’804
3’629
3’481
3’355
3’245
3’150
3’066
27991
27924
2’864
2’810
2’761
2’716
2’674
2’636
2’601
2’569
27438
2’342
2211
2’126
2°067
2’022
1’988
1’961
1’921
1727

199’5
42’31
19°75
12’53
9’241
77422
6’288
5’519
4’966
4’551
4’228
3’970
3’760
3’585
3’437
3’311
3’201
3’106
3’022
27947
2’880
2’820
2’765
2’716
2’671
2’630
2’592
2’557
2’524
2’392
2’296
2’164
2°079
2’019
1’974
1’939
1’912
1’871
1’674

199’5
42’26
19°71
12°49
9’201
7’385
6’251
5’483
4’931
4’516
4’193
3’936
3’725
3’550
3’403
3’276
3’167
3’071
2’987
2’912
2’845
2’785
2’730
2’681
2’636
2’594
2’556
2’521
2’488
2’356
2’259
2’127
2’041
1°980
1’935
1’900
1’873
1’831
1’631

199’5
42°21
19°67
12’45
9’170
7’354
6’222
5’454
4’902
4’488
4’165
3’908
3’697
3’523
3’375
3248
3’139
3’043
2’959
2’884
2’817
2’756
2’702
2’652
2’607
2’565
2’527
27492
2’459
27327
2’230
2’097
2’010
1'949
1’903
1’868
1'840
1’798
1’595

199’5
42’15
19’61
12’40
9’122
7’309
6’177
5’410
4’859
4’445
4’123
3’866
3’655
3’480
3’332
3’206
3’096
3’000
2’916
2’841
2’774
2’713
2’658
2’609
2’563
27522
2’483
2’448
2’415
27282
2’184
2’050
1’962
1’900
1’854
1’818
1’790
1’747
1’538

25284 25306 25325 25358 25462

199’5
42’10
19’57
12°37
9’088
7276
6’145
5’379
4’828
4’414
4’092
3’835
3’625
3’450
3’302
3’175
3’065
2’970
2’885
2’810
2’742
2’682
2’627
2’577
2’532
2’490
2’451
2’416
2’383
2’249
2’150
2’015
1'927
1’864
1’817
1’781
1’752
1’709
1'494

199’5
42’07
19’54
12’34
9’062
7251
6’121
5’356
4’805
4’391
4’069
3’812
3’602
3’427
3’279
3’152
3’042
2’946
2’861
2’786
2’719
2’658
2’603
2’553
2’508
2’466
27427
2’391
2’358
2224
2’125
1’989
1’900
1837
1’789
1’752
1’723
1’679
1’460

199’5
42’04
19’52
12’32
9’042
77232
6’102
5’337
4787
4’373
4’051
3’794
3’584
3’409
3’261
3’134
3’024
27928
2’843
2’768
2’700
2’639
2’584
2’534
2’489
27447
2’408
2’372
2’339
2’204
2’105
1’968
1’878
1’815
1’767
1’730
1’700
1’655
1’431

199’5
41’99
19’47
12°27
9’001
7’193
6’065
5’300
4’750
4’337
4’015
3’758
3’547
3’372
3’224
3’097
2’987
2’891
2’806
2’730
2’663
2’602
2’546
2’496
2’450
2’408
2’369
2’333
2’300
2’164
2’064
1’925
1’834
1’769
1’720
1°682
1°652
1’606
1’370

199’5
41’83
19’33
12’15
8’882
7079
5’953
5’190
4’641
4’228
3’907
3’649
3’439
3’263
3’114
2’987
2’876
2’779
2’693
2’617
2’548
2’487
2’431
2’379
2’333
2’290
2’250
2'213
2’179
2’039
1'935
1’790
1'692
1'622
1’568
1’525
1°490
1’436
1’076
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Tabla A.21: Puntos Criticos: Test de Rachas
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0’99
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Tabla A.22: Puntos Criticos: Test de Rachas

ny =25 [e%
no 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
5 2 2 3 8 9 9 10
6 6 2 3 3 9 9 10 10
7 2 2 3 3 9 10 10 11
8 2 2 3 3 10 10 11 11
9 2 3 3 4 10 11 11 11
10 3 3 3 4 10 11 11 11
11 3 3 4 4 11 11 11 11
12 3 3 4 4 11 11 11 It
13 3 3 4 4 11 11 11 11
14 3 3 4 5 11 11 11 11
15 3 4 4 5 11 11 11 11
16 3 4 4 5 11 11 11 11
17 3 4 4 5 11 11 11 11
18 4 4 5 5 11 11 11 11
19 4 4 5 5 11 11 11 11
20 4 4 5 5 11 11 11 11

ny =6 [e%
no 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
6 2 2 3 3 10 11 11 11
7 2 3 3 4 10 11 11 12
8 3 3 3 4 11 11 12 12
9 3 3 4 4 11 12 12 12
10 3 3 4 5 11 12 13 13
11 3 4 4 5 12 12 13 13
12 3 4 4 5 12 12 13 13
13 3 4 5 5 12 13 13 13
14 4 4 5 5 12 13 13 13
15 4 4 5 6 13 13 13 13
16 4 4 5 6 13 13 13 13
17 4 5 5 6 13 13 13 13
18 4 5 5 6 13 13 13 13
19 4 5 6 6 13 13 13 13
20 4 5 6 6 13 13 13 13

ny =7 [eY
ng 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
7 3 3 3 4 11 12 12 12
8 3 3 4 4 12 12 12 13
9 3 4 4 5 12 13 13 14
10 3 4 5 5 12 13 14 14
11 4 4 5 5 13 13 14 14
12 4 4 5 6 13 13 14 15
13 4 5 5 6 13 14 15 15
14 4 5 5 6 13 14 15 15
15 4 5 6 6 14 14 15 15
16 5 5 6 6 14 15 15 15
17 5 5 6 7 14 15 15 15
18 5 5 6 7 14 15 15 15
19 5 6 6 7 14 15 15 15
20 5 6 6 7 14 15 15 15
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Tabla A.23: Puntos Criticos: Test de Rachas

ny =8
ng 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
8 8 4 4 5 12 13 13 14
9 3 4 5 5 13 13 14 14
10 4 4 5 6 13 14 14 15
11 4 5 5 6 14 14 15 15
12 4 5 6 6 14 15 15 16
13 5 5 6 6 14 15 16 16
14 5 5 6 7 15 15 16 16
15 5 5 6 7 15 15 16 17
16 5 6 6 7 15 16 16 17
17 5 6 7 7 15 16 17 17
18 6 6 7 8 15 16 17 17
19 6 6 7 8 15 16 17 17
20 6 6 7 8 16 16 17 17
ny =9
no 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
9 4 4 5 6 13 14 15 15
10 4 5 5 6 14 15 15 16
11 5 5 6 6 14 15 16 16
12 5 5 6 7 15 15 16 17
13 5 6 6 7 15 16 17 17
14 5 6 7 7 16 16 17 17
15 6 [§ 7 8 16 17 17 18
16 6 6 7 8 16 17 17 18
17 6 7 7 7 8 16 17 18
18 6 7 8 8 17 17 18 19
19 6 7 8 9 17 17 18 19
20 7 7 8 9 17 17 18 19
ni = 10
ng 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
10 5 5 6 6 15 15 16 16
11 5 5 6 7 15 16 17 17
12 5 6 7 7 16 16 17 18
13 5 6 7 8 16 17 18 18
14 6 6 7 8 16 17 18 18
15 6 7 7 8 17 17 18 19
16 6 7 8 8 17 18 19 19
17 7 7 8 9 17 18 19 19
18 7 7 8 9 18 18 19 20
19 7 8 8 9 18 19 19 20
20 7 8 9 9 18 19 19 20
np =11
no 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
11 5 6 7 7 16 16 17 18
12 6 [§ 7 8 16 17 18 18
13 6 6 7 8 17 18 18 19
14 6 7 8 8 17 18 19 19
15 7 7 8 9 18 18 19 20
16 7 7 8 9 18 19 20 20
17 7 8 9 9 18 19 20 21
18 7 8 9 10 19 19 20 21
19 8 8 9 10 19 20 21 21
20 8 8 9 10 19 20 21 21




Tabla A.24: Puntos Criticos: Test de Rachas

nyp =12 @
no 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
12 6 7 7 8 17 18 18 19
13 6 7 8 9 17 18 19 20
14 7 7 8 9 18 19 20 20
15 7 8 8 9 18 19 20 21
16 7 8 9 10 19 20 21 21
17 8 8 9 10 19 20 21 21
18 8 8 9 10 20 20 21 22
19 8 9 10 10 20 21 22 22
20 8 9 10 11 20 21 22 22
ny =13 «
no 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
13 7 7 8 9 18 19 20 20
14 7 8 9 9 19 19 20 21
15 7 8 9 10 19 20 21 21
16 8 8 9 10 20 20 21 22
17 8 9 10 10 20 21 22 22
18 8 9 10 11 20 21 22 23
19 9 9 10 11 21 22 23 23
20 9 10 10 11 21 22 23 23
ny =14 e
no 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
14 7 8 9 10 19 20 21 22
15 8 8 9 10 20 21 22 22
16 8 9 10 11 20 21 22 22
17 8 9 10 11 21 22 23 23
18 9 9 10 11 21 22 23 24
19 9 10 11 12 22 22 23 24
20 9 10 11 12 22 23 24 24
ni1=15 o]
no 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
15 8 9 10 11 20 21 22 23
16 9 9 10 11 21 22 23 23
17 9 10 11 11 21 22 23 24
18 9 10 11 12 22 23 24 24
19 10 10 11 12 22 23 24 25
20 10 11 12 12 23 24 25 25
nyp = 16 @
no 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
16 9 10 11 11 22 22 23 24
17 9 10 11 12 22 23 24 25
18 10 10 11 12 23 24 25 25
19 10 10 11 12 22 23 24 25
20 10 10 11 12 23 24 25 25
ny =17 a
no 0°005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
17 10 10 11 12 23 24 25 25
18 10 11 12 13 23 24 25 26
19 10 11 12 13 23 24 25 26
20 11 11 13 13 24 25 26 27
nyp = 18 @
no 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
18 11 11 12 13 24 25 26 26
19 11 12 13 14 24 25 26 27
20 11 12 13 14 25 26 27 28
nyp =19 @
no 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
19 11 12 13 14 25 26 27 28
20 12 12 13 14 26 28 28 28
ny; = 20 a
no 0’005 0’01 0’025 0’05 0’95 0’975 0’99 0’995
20 12 13 14 15 26 27 28 29

229
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Tabla A.25: Puntos Criticos: Coeficiente de correlacién

g.l. @
(n —2) 0’05 0’025 0’01 0’005 0’0005
1 0’9877 0’9969 079995 0’9999 1’0000
2 0’9000 0’9500 0’9800 0’9900 079990
3 0’8054 0’8783 0’9343 0’9587 0’9912
4 0’7293 0’8114 0’8822 0’9172 0’9741
5 0’6694 0’7545 0’8329 0’8745 0’9507
6
7
8

0’6215 0’7067 0’7887 0’8343 0’9249
0’5822 0’6664 0’7498 0’7977 0’8982
0’5494 0’6319 0’7155 0’7646 0’8721
9 0’5214 0’6021 0’6851 0’7348 0’8471
10 0’4973 0’5760 0’6581 0’7079 0’8223
11 0’4762 0’5529 0’6339 0’6835 0’8010
12 0’4575 0’5324 0’6120 0’6614 0’7800
13 0’4409 0’5139 0’5923 0’6411 0’7603
14 0’4259 0’4973 0’5742 0’6226 0’7420
15 0’4124 0’4821 0’5577 0’6055 0’7246
16 0’4000 0’4683 0’5425 0’5897 0’7084
17 0’3887 0’4555 0’5285 0’5751 0’6932
18 0’3783 0’4438 0’5155 0’5614 0’6787
19 0’3687 0’4329 0’5034 0’5487 0’6652
20 0’3598 074227 0’4921 0’5368 0’6524
25 0’3233 0’3809 0’4451 0’4869 0’5974
30 0’2960 0’3494 0’4093 074487 0’5541
35 0’2746 0’3246 0’3810 0’4182 0’5189
40 0’2573 0’3044 0’3578 0’3932 0’4896
45 0’2428 0’2875 0’3384 0’3721 0’4648
50 0’2306 0’2732 0’3218 0’3541 0’4433
60 0’2108 0’2500 072948 0’3248 0’4078
70 0’1954 0’2319 0'2737 0’3017 0’3799
80 0’1729 0’2172 0’2565 0’2830 0’3568
90 0’1726 0’2050 02422 0’2673 0’3375
100 0’1638 0’1946 0’2301 0’2540 0’3211
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Tabla A.26: Puntos Criticos: Test de Kolmogorov—Smirnov—Lilliefors

[e%
n 0’20 0’15 0’10 0’05 0’01
4 0’300 0’319 0’352 0’381 0’417
5 0’285 0’299 0’315 0’337 0’405
6 0’265 0’277 0’294 0’319 0’364
7 0247 0’258 0’276 0’300 0’348
8 0’233 0’244 0’261 0’285 0’331
9 0’223 0’233 0’249 0’271 0’311
10 0’215 0’224 0’239 0’258 0’294
11 0’206 0217 0’230 0’249 0’284
12 0’199 0212 0’223 0’242 0’275
13 0’190 0’202 0’214 0’234 0’268
14 0’183 0’194 0’207 0’227 0’261
15 0’177 0’187 0’201 0’220 0’257
16 0’173 0’182 0’195 0’213 0’250
17 0’169 0’177 0’189 0’206 0’245
18 0’166 0’173 0’184 0’200 0’239
19 0’163 0’169 0’179 0’195 0’235
20 0’160 0’166 0’174 0’190 0231
25 0’149 0’153 0’165 0’180 0’203
30 0’131 0’136 0’144 0’161 0’187
~30 | 0736 0768 0805 0886 1031
0 n n n o

Tabla A.27: Puntos Criticos

: Test de Kolmogorov—Smirnov

[e3

n [ 020 015 010 005 001
1| 0900 0925 0950 0975 0’995
2 | 0684 0726 0’776 0842 0°929
3 | 0565 0'597 0642 0’708  0°828
4 | 0494 0525 0564 0624 0'733
5 | 0446 0474 0’510 0’565 0’669
6 | 00410 0436 0470 0521 0’618
7 | 0381 0405 0438 0486  0°577
8 | 0358 0’381 0°411 0’457  0°543
9 | 0339 0'360 0°388 0432 0’514
10 | 0322 07342 0’368 0410 0’490
11 | 0307 07326 0’352 0°391 0468
12 | 0295 0’313 0’338 0'375  0'450
13 | 0284 0’302 0325  0'361 0433
14 | 0274 0292 0’314 0°349  0°418
15 | 0266 0283  0'304 0°338 0404
16 | 0'258 0274 0295  0'328  0'392
17 | 0'250 0266 0’286  0°318 0’381
18 | 0244 0259 0278  0'309 0’371
19 | 00237 0252 0’272 0'301 0’363
20 | 0231 0246 0264 0294  0°356
25 | 021 022 024 027 032
30 | 019 020 022 024 029
35 | 018 019 021 023 027
>35 | 107 114 1722 1’36 1’63
n n n n n
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Tabla A.28: Puntos Criticos: Test de Shapiro—Wilks

a
n 0’01 0’02 0’05 0’10 0’50 0’90 0’95 0’98 0’99
3 0’753 0’756 0’767 0’789 0’959 0’998 0’999 1’000 1’000
4 0’687 0’707 0’748 0’792 0’935 0’987 0’992 0’996 0’997
5 0’686 0’715 0’762 0’806 0’927 0’979 0’986 0’991 0’993
6 0’713 0’743 0’788 0’826 0’927 0’974 0’981 0’986 0’989
7 0’730 0’760 0’803 0’838 0’928 0’972 0’979 0’985 0’988
8 0’749 0’778 0’818 0’851 0’932 0’972 0’978 0’984 0’987
9 0’764 0’791 0’829 0’859 0’935 0’972 0’978 0’984 0’986

10 0’781 0’806 0’842 0’869 0’938 0’972 0’978 0’983 0’986

11 0’792 0’817 0’850 0’876 0’940 0’973 0’979 0’984 0’986

12 0’805 0’828 0’859 0’883 0’943 0’973 0’979 0’984 0’986

13 0’814 0’837 0’866 0’889 0’945 0’974 0’979 0’984 0’986

14 0’825 0’846 0’874 0’895 0’947 0’975 0’980 0’984 0’986

15 0’835 0’855 0’881 0’901 0’950 0’975 0’980 0’984 0’987

16 0’844 0’863 0’887 0’906 0’952 0’976 0’981 0’985 0’987

17 0’851 0’869 0’892 0’910 0’954 0’977 0’981 0’985 0’987

18 0’858 0’874 0’897 0’914 0’956 0’978 0’982 0’986 0’988

19 0’863 0’879 0’901 0’917 0’957 0’978 0’982 0’986 0’988

20 0’868 0’884 0’905 0’920 0’959 0’979 0’983 0’986 0’988

21 0’873 0’888 0’908 0’923 0’960 0’980 0’983 0’987 0’989

22 0’878 0’892 0’911 0’926 0’961 0’980 0’984 0’987 0’989

23 0’881 0’895 0’914 0’928 0’962 0’981 0’984 0’987 0’989

24 0’884 0’898 0’916 0’930 0’963 0’981 0’984 0’987 0’989

25 0’888 0’901 0’918 0’931 0’964 0’981 0’985 0’988 0’989

26 0’891 0’904 0’920 0’933 0’965 0’982 0’985 0’988 0’989

27 0’894 0’906 0’923 0’935 0’965 0’982 0’985 0’988 0’990

28 0’896 0’908 0’924 0’936 0’966 0’982 0’985 0’988 0’990

29 0’898 0’910 0’926 0’937 0’966 0’982 0’985 0’988 0’990

30 0’900 0’912 0’927 0’939 0’967 0’983 0’985 0’988 0’990

31 0’902 0’914 0’929 0’940 0’967 0’983 0’986 0’988 0’990

32 0’904 0’915 0’930 0’941 0’968 0’983 0’986 0’988 0’990

33 0’906 0’917 0’931 0’942 0’968 0’983 0’986 0’989 0’990

34 0’908 0’919 0’933 0’943 0’969 0’983 0’986 0’989 0’990

35 0’910 0’920 0’934 0’944 0’969 0’984 0’986 0’989 0’990

36 0’912 0’922 0’935 0’945 0’970 0’984 0’986 0’989 0’990

37 0’914 0’924 0’936 0’946 0’970 0’984 0’987 0’989 0’990

38 0’916 0’925 0’938 0’947 0’971 0’984 0’987 0’989 0’990

39 0’917 0’927 0’939 0’948 0’971 0’984 0’987 0’989 0’991

40 0’919 0’928 0’940 0’949 0’972 0’985 0’987 0’989 0’991

41 0’920 0’929 0’941 0’950 0’972 0’985 0’987 0’989 0’991

42 0’922 0’930 0’942 0’951 0’972 0’985 0’987 0’989 0’991

43 0’923 0’932 0’943 0’951 0’973 0’985 0’987 0’990 0’991

44 0’924 0’933 0’944 0’952 0’973 0’985 0’987 0’990 0’991

45 0’926 0’934 0’945 0’953 0’973 0’985 0’988 0’990 0’991

46 0’927 0’935 0’945 0’953 0’974 0’985 0’988 0’990 0’991

47 0’928 0’936 0’946 0’954 0’974 0’985 0’988 0’990 0’991

48 0’929 0’937 0’947 0’954 0’974 0’985 0’988 0’990 0’991

49 0’929 0’937 0’947 0’955 0’974 0’985 0’988 0’990 0’991

50 0’930 0’938 0’947 0’955 0’974 0’985 0’988 0’990 0’991




Tabla A.29: Coeficientes: Test de Shapiro—Wilks

233

n
i 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1] 0’7071 0’7071 0’6872 0’6646 0’6431 0’6233 0’6052 0’5888 0’5739
2 0’0000 0’1677 0’2413 0’2806 0’3031 0’3164 0’3244 0’3291
3 0’0000 0’0875 0’1401 0’1743 0’1976 0’2141
4 0’0000 0’0561 0’0947 0’1224
5 0’0000 0’0399
n
2 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1| 0’5601 0’5475 0’5359 0’5251 0’5150 0’5056 0’4968 0’4886 0’4808 0’4734
2 | 0’3315 0’3325 0’3325 0’3318 0’3306 0’3290 0’3273 0’3253 0’3232 0’3211
3 | 0’2260 0’2347 0’2412 0’2495 0’2495 0’2521 0’2540 0’2553 0’2561 0’2565
4 | 0'1429 0’1586 0’1707 0’1802 0’1878 0’1988 0’1988 0’2027 0’2059 0’2085
5 | 0’0695 0’0922 0’1099 0’1240 0’1353 0’1447 0’1524 0’1587 0’1641 0’1686
6 [ 0’0000 0’0303 0’0539 0’0727 0’0880 0’1005 0’1109 0’1197 0’1271 0’1334
7 0’0000 0’0240 0’0433 0’0593 0’0725 0’0837 0’0932 0’1013
8 0’0000 0’0196 0’0359 0’0496 0’0612 0’0711
9 0’0000 0’0163 0’0303 0’0422
10 0’0000 0’0140
n
2 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1 0’464 3 0’4590 0’4542 0’4493 0’4450 0’4407 0’4366 0’4328 0’4291 0’4254
2 | 0’318 50’3156 0’3126 0’3098 0’3069 0’3043 0’3018 0’2992 0’2968 0’2944
3| 0257 80’2571 0’2563 0’2554 0’2543 0’2533 0°252Z 0’2510 0’2499 0’2487
4| 0211 9 0’2131 0’2139 0’2145 0’2148 0’2151 0’2152 0’2151 0’2150 0’2148
5| 0173 60’1764 0’1787 0’1807 0’1822 0’1836 0’1848 0’1857 0’1864 0’1870
6 | 0’139 90’1443 0’1480 0’1512 0’1539 0’1563 0’1584 0’1601 0’1616 0’1630
7 0109 20’1150 0’1201 0’1245 0’1283 0’1316 0’1346 0’1372 0’1395 0’1415
8 | 0°080 400878 0’0941 0’0997 0’1046 0’1089 0’1128 0’1162 0’1192 0’1219
9 | 0053 000618 0’0696 0’0764 0’0823 0’0876 0’0923 0’0965 0’1002 0’1036
10 | 0’026 3 0’0368 0’0459 0’0539 0’0610 0’0672 0’0728 0’0778 0’0822 0’0862
11 0’000 00’0122 0’0228 0’0321 0’0403 0’0476 0’0540 0’0598 0’0650 0’0697
12 0’0000 0’0107 0’0200 0’0284 0’0358 0’0424 0’0483 0’0537
13 0’0000 0’0094 0’0178 0’0253 0’0320 0’0381
14 0’0000 0’0084 0’0159 0’0227
15 0’0000 0’0076
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Tabla A.30: Coeficientes: Test de Shapiro—Wilks

n
i 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
1] 04220 0’4188 0’4156 0’4127 0’4096 0’4068 0’4040 0’4015 0’3989 0’3964
2 | 0’2921 0’2898 0’2876 0’2854 0’2834 0’2813 0’2794 0’2774 0’2755 0'2737
3 | 0°2475 0’2463 0’2451 0’2439 0’2427 0’2415 0’2403 0’2391 0’2380 0’2368
4 | 0’2145 0’2141 0°2137 0’2132 0’2127 0’2121 0’2116 0’2110 0’2104 0’2098
5| 01874 0’1878 0’1880 0’1882 0’1883 0’1883 0’1883 0’1881 0’1880 0’1878
6 | 0’1641 0’1651 0’1660 0’1667 0’1673 0’1678 0’1683 0’1686 0’1689 0’1691
7| 0’1433 0’1449 0’1463 0’1475 0’1487 0’1496 0’1505 0’1513 0’1520 0’1526
8 | 0’1243 0’1265 0’1284 0’1301 0’1317 0’1331 0’1344 0’1356 0’1366 0’1376
9 | 0’1066 0’1093 0’1118 0’1140 0’1160 0’1179 0’1196 0’1211 0’1225 0’1237
10 | 0’0899 0’0931 0’0961 0’0988 0’1013 0’1036 0’1056 0’1075 0’1092 0’1108
11 | 0°0739 0’0777 0’0812 0’0844 0’0873 0’0900 0’0924 0’0947 0’0967 0’0986
12 | 0’0585 0’0629 0’0669 0’0706 0’0739 0’0770 0’0798 0’0824 0’0848 0’0870
13 | 0’0435 0’0485 0’0530 0’0572 0’0610 0’0645 0’0677 0’0706 0’0733 0’0759
14 | 00289 0’0344 0’0395 00441 0’0484 0’0523 0’0559 0’0592 0’0622 0’0651
15 | 0’0144 0’0206 0’0262 0’0314 0’0361 0’0404 0’0444 0’0481 0’0515 0’0546
16 | 0’0000 0’0068 0’0187 0’0187 0’0239 0’0287 0’0331 0’0372 0’0409 0’0444
17 | 0°0000 0’0062 0’0119 0’0172 0’0220 0’0264 0’0305 0’0343
18 | 0’0000 0’0057 0’0110 0’0158 0’0203 0’0244
19 | 0’0000 0’0053 0’0101 0’0146
20 | 0’0000 0’0049
n
i 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
1] 0’3940 0’3917 0’3894 0’3872 0’3850 0’3830 0’3808 0’3789 0’3770 0’3751
2 | 0°2719 0’2701 0’2684 0’2667 0’2651 0’2635 0’2620 0’2604 0’2589 0’2574
3 | 0°2357 0’2345 0’2334 0’2323 0’2313 0’2302 0’2291 0’2281 0’2271 0’2260
4 | 0’2091 0’2085 0’2078 0’2072 0’2065 0’2058 0’2052 0’2045 0’2038 0’2032
5| 0’1876 0’1874 0’1871 0’1868 0’1865 0’1862 0’1859 0’1855 0’1851 0’1847
6 | 0’1693 0’1694 0’1695 0’1695 0’1695 0’1695 0’1695 0’1693 0’1692 0’1691
7| 0’1531 0’1535 0’1539 0’1542 0’1545 0’1548 0’1550 0’1551 0’1553 0’1554
8 | 0’1384 0’1392 0’1398 0’1405 0’1410 0’1415 0’1420 0’1423 0’1427 0’1430
9 | 0’1249 0’1259 0’1269 0’1278 0’1286 0’1293 0’1300 0’1306 0’1312 0’1317
10 | 0’1123 0’1136 0’1149 0’1160 0’1170 0’1180 0’1189 0’1197 0’1205 0’1212
11 | 0’1004 0’1020 0’1035 0’1049 0’1062 0’1073 0’1085 0’1095 0’1105 0’1U3
12 | 0’0891 0’0909 0’0927 0’0943 0’0959 0’0972 0’0986 0’0998 0’1010 0’1020
13 | 00782 0’0804 0’0824 0’0842 0’0860 0’0876 0’0892 0’0906 0’0919 0’0932
14 | 0’0677 0’0701 0’0724 0’0745 0’0765 0’0783 0’0801 0’0817 0’0832 0’0846
15 | 0’0575 0’0602 0’0628 0’0651 0’0673 0’0694 0’0713 0’0731 0’0748 0’0764
16 | 0°0476 0’0506 0’0534 0’0560 0’0584 0’0607 0’0628 0’0648 0’0667 0’0685
17 | 00379 0’0411 0’0442 00471 0’0497 0’0522 0’0546 0’0568 0’0588 0’0608
18 | 0’0283 0’0318 0’0352 0’0383 0’0412 0’0439 0’0465 0’0489 0’0511 0’0532
19 | 0°018B 0’0227 0’0263 0’0296 0’0328 0’0357 0’0385 0’0411 0’0436 0’0459
20 | 0’0094 0’0136 0’0175 0’0211 0’0245 0’0277 0’0307 0’0335 0’0361 0’0386
21 | 0’0000 0’0045 0’0087 0’0126 0’0163 0’0197 0’0229 0’0259 0’0288 0’0314
22 0’0000 0’0042 0’0081 0’0118 0’0153 0’0185 0’0215 0’0244
23 0’0000 0’0039 0’0076 0’0111 0’0143 0’0174
24 0’0000 0’0037 0’0071 0’0104
25 0’0000 0’0035




Tabla A.31: Puntos Criticos: Test de Wilcoxon

n e n
0’005 0’01 0’025 0’05 0’005 0’01 0’025 0’05

5 0 0 0 0 33 138 151 170 187

6 0 0 2 3 34 148 162 182 200

7 0 0 2 3 35 159 173 195 213

8 0 1 3 5 36 171 185 208 227

9 1 3 5 8 37 182 198 221 241

10 3 5 8 10 38 194 211 235 256
11 5 7 10 13 39 207 224 249 271
12 7 9 13 17 40 220 238 264 286
13 9 12 17 21 41 233 252 279 302
14 12 15 21 25 42 247 266 294 319
15 15 19 25 30 43 261 281 310 336
16 19 23 29 35 44 276 296 327 353
17 23 27 34 41 45 291 312 343 371
18 27 32 40 47 46 307 328 361 389
19 32 37 46 53 47 322 345 378 407
20 37 43 52 60 48 339 362 396 426
21 42 49 58 67 49 355 379 415 446
22 48 55 65 75 50 373 397 434 466
23 54 62 73 83 51 390 416 453 486
24 61 69 81 91 52 408 434 473 507
25 68 76 89 100 53 427 454 494 529
26 75 84 98 110 54 445 473 514 550
27 83 92 107 119 55 465 493 536 573
28 91 101 116 130 56 484 514 557 595
29 100 110 126 140 57 504 535 579 618
30 109 120 137 151 58 525 556 602 642
31 118 130 147 163 59 546 578 625 666
32 128 140 159 175 60 567 600 648 690

235



236 Apéndice A. Tablas

Tabla A.32: Puntos Criticos: Test U de W-Mann—Whitney (o = 0'1)

72

ny |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 |-

2 |- -

3 1- 0 1

4 |- 0 1 3

5 - 1 2 4 5

6 |- 1 3 5 7 9

7T1- 1 4 6 8 11 13

8 |- 2 5 7 10 13 16 19

9 |0 2 5 9 12 15 18 22 25

10|0 3 6 10 13 17 21 24 28 32

11|10 3 7 11 15 19 23 27 31 36 40

1210 4 8 12 17 21 26 30 35 39 44 49

13/0 4 9 13 18 23 28 33 38 43 48 53 58

14|10 5 10 15 20 25 31 36 41 47 52 58 63 69

150 5 10 16 22 27 33 39 45 51 57 63 68 74 80

6|0 5 11 17 23 29 36 42 48 54 61 67 74 80 86 93

170 6 12 18 25 31 38 45 52 58 65 72 79 85 92 99 106

180 6 13 20 27 34 41 48 55 62 69 77 84 91 98 106 113 120

19|11 7 14 21 28 36 43 51 58 66 73 81 89 97 104 112 120 128 135
2001 7 15 22 30 38 46 54 62 70 78 86 94 102 110 119 127 135 143 151
21 (1 8 15 23 32 40 48 56 65 73 82 91 99 108 116 125 134 142 151 160
22|11 8 16 25 33 42 51 59 68 77 86 95 104 113 122 131 141 150 159 168
2311 9 17 26 35 44 53 62 72 81 90 100 109 119 128 138 147 157 167 176
241 9 18 27 36 46 56 65 75 85 95 105 114 124 134 144 154 164 174 184
251 9 19 28 38 48 58 68 78 89 99 109 120 130 140 151 161 172 182 193
26 (1 10 20 30 40 50 61 71 82 92 103 114 125 136 146 157 168 179 190 201
2711 10 21 31 41 52 63 74 85 96 107 119 130 141 152 164 175 186 198 209
28 (1 11 21 32 43 54 66 77 88 100 112 123 135 147 158 170 182 194 206 217
29 (2 11 22 33 45 56 68 80 92 104 116 128 140 152 164 177 189 201 213 226
302 12 23 35 46 58 71 83 95 108 120 133 145 158 170 183 196 209 221 234
31 (2 12 24 36 48 61 73 86 99 111 124 137 150 163 177 190 203 216 229 242
32|12 13 25 37 50 63 76 89 102 115 129 142 156 169 183 196 210 223 237 251
33 (2 13 26 38 51 65 78 92 105 119 133 147 161 175 189 203 217 131 245 259
34|12 13 26 40 53 67 81 95 109 123 137 151 166 180 195 209 224 238 253 267
35 (2 14 27 41 55 69 83 98 112 127 141 156 171 186 201 216 230 245 260 275
36 (2 14 28 42 56 71 86 100 115 131 146 161 176 191 207 222 237 253 268 284
3712 15 29 43 58 73 88 103 119 134 150 166 181 197 213 229 244 260 276 292
382 15 30 45 60 75 91 106 122 138 154 170 186 203 219 235 251 268 284 301
39 |3 16 31 46 61 77 93 109 126 142 158 175 192 208 225 242 258 275 292 309
40 |3 16 31 47 63 79 96 112 129 146 163 180 197 214 231 248 265 282 300 317
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Tabla A.33: Puntos Criticos: Test U de W-Mann—Whitney (a = 0’05)

ny

ny |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 -

2 - -

3 - - 0

4 |- - 0 1

5 - 0 1 2 4

6 -0 2 3 5 7

7 1- O 2 4 6 8 11

8 |- 1 3 5 8 10 13 15

9 - 1 4 6 9 12 15 18 21

10 | - 1 4 7 11 14 17 20 24 27

11 | - 1 5 8 12 16 19 23 27 31 34

12 | - 2 5 9 13 17 21 26 30 34 38 42

13 (- 2 6 10 15 19 24 28 33 37 42 47 51

14 |- 3 7 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61

15- 3 7 12 18 23 28 33 39 44 50 55 61 66 72

16 |- 3 8 14 19 25 30 36 42 48 54 60 65 71 7 83

17(- 3 9 15 20 26 33 39 45 51 57 64 70 7 83 89 96

18- 4 9 16 22 28 35 41 48 55 61 68 75 82 88 95 102 109

19|10 4 10 17 23 30 37 44 51 58 65 72 80 87 94 101 109 116 123
200 4 11 18 25 32 39 47 54 62 69 T 84 92 100 107 115 123 130 138
21 ({0 5 11 19 26 34 41 49 57 65 73 81 89 97 105 113 121 130 138 146
22|10 5 12 20 28 36 44 52 60 68 77 85 94 102 111 119 128 136 145 154
230 5 13 21 29 37 46 54 63 72 81 90 98 107 116 125 134 143 152 161
24 (0 6 13 22 30 39 48 57 66 75 85 94 103 113 122 131 141 150 160 169
25|10 6 14 23 32 41 50 60 69 79 89 98 108 118 128 137 147 157 167 177
26 ({0 6 15 24 33 43 53 62 72 82 92 103 113 123 133 143 154 164 174 185
2710 7 15 25 35 45 55 65 75 86 96 107 117 128 139 149 160 171 182 192
2810 7 16 26 36 46 57 68 78 89 100 111 122 133 144 156 167 178 189 200
29 (0 7 17 27 38 48 59 70 82 93 104 116 127 138 150 162 173 185 196 208
300 7 17 28 39 50 61 73 85 96 108 120 132 144 156 168 180 192 204 216
31 ({0 8 18 29 40 52 64 76 88 100 112 124 136 149 161 174 186 199 211 224
320 8 19 30 42 54 66 78 91 103 116 128 141 154 167 180 193 206 218 231
33 (0 8 19 31 43 56 68 81 94 107 120 133 146 159 172 186 199 212 226 239
34 {0 9 20 32 45 57 70 84 97 110 124 137 151 164 178 192 206 219 233 247
35[0 9 21 33 46 59 73 8 100 114 128 141 156 170 184 198 212 226 241 255
36 [0 9 21 34 48 61 75 89 103 117 131 146 160 175 189 204 219 233 248 263
37|10 10 22 35 49 63 77 91 106 121 135 150 165 180 195 210 225 240 255 271
38 (0 10 23 36 50 65 79 94 109 124 139 154 170 185 201 216 232 247 263 278
39 |1 10 23 38 52 67 82 97 112 128 143 159 175 190 206 222 238 254 270 286
40 |1 11 24 39 53 68 84 99 115 131 147 163 179 196 212 228 245 261 278 294
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Tabla A.34: Puntos Criticos: Test U de W-Mann—Whitney (« = 0°025)

n2

ny |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 -

2 - -

3 - - -

4 1- - 0

5 - - 0 1 2

6 |- - 1 2 3 5

7 0- - 1 3 5 6 8

8 |- 0 2 4 6 8 10 13

91- 0 2 4 7 10 12 15 17

0(- 0 3 5 8 11 14 17 20 23

11(- 0 3 6 9 13 16 19 23 26 30

12 |- 1 4 7 11 14 18 22 26 29 33 37

13- 1 4 8 12 16 20 24 28 33 37 41 45

14 (- 1 5 9 13 17 22 26 31 36 40 45 50 55

15|- 1 5 10 14 19 24 29 34 39 44 49 54 59 64

6 (- 1 6 11 15 21 26 31 37 42 47 53 59 64 70 75

17(- 2 6 11 17 22 28 34 39 45 51 57 63 69 75 81 87

18- 2 7 12 18 24 30 36 42 48 55 61 67 74 80 86 93 99

19 |- 2 7 13 19 25 32 38 45 52 58 65 72 78 85 92 99 106 113
20|- 2 8 14 20 27 34 41 48 55 62 69 76 83 90 98 105 112 119 127
21 |- 3 8 15 22 29 36 43 50 58 65 73 80 88 96 103 111 119 126 134
22 |- 3 9 16 23 30 38 45 53 61 69 7 85 93 101 109 117 125 133 141
23|- 3 9 17 24 32 40 48 56 64 73 81 89 98 106 115 123 132 140 149
24 |- 3 10 17 25 33 42 50 59 67 76 85 94 102 111 120 129 138 147 156
25 |- 3 10 18 27 35 44 53 62 71 80 89 98 107 117 126 135 145 154 163
26 |- 4 11 19 28 37 46 55 64 74 83 93 102 112 122 132 141 151 161 171
27 |- 4 11 20 29 38 48 57 67 T 87 97 107 117 127 137 147 158 168 178
28 |- 4 12 21 30 40 50 60 70 80 90 101 111 122 132 143 154 164 175 186
29 |- 4 13 22 32 42 52 62 73 83 94 105 116 127 138 149 160 171 182 193
30 |- 5 13 23 33 43 54 65 76 87 98 109 120 131 143 154 166 177 189 200
31 |- 5 14 24 34 45 56 67 78 90 101 113 125 136 148 160 172 184 196 208
32 |- 5 14 24 35 46 58 69 81 93 105 117 129 141 153 166 178 190 203 215
33 |- 5 15 25 37 48 60 72 84 96 108 121 133 146 159 171 184 197 210 222
34 |- 5 15 26 38 50 62 74 87 99 112 125 138 151 164 177 190 203 217 230
35 |- 6 16 27 39 51 64 77 89 103 116 129 142 156 169 183 196 210 224 237
36 |- 6 16 28 40 53 66 79 92 106 119 133 147 161 174 188 202 216 231 245
37 |- 6 17 29 41 55 68 81 95 109 123 137 151 165 180 194 209 223 238 252
38 |- 6 17 30 43 56 70 84 98 112 127 141 156 170 185 200 215 230 245 259
39 |0 7 18 31 44 58 72 86 101 115 130 145 160 175 190 206 221 236 252 267
40 |0 7 18 31 45 59 74 89 103 119 134 149 165 180 196 211 227 243 258 274
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Tabla A.35: Puntos Criticos: Test U de W-Mann—Whitney (o = 0’01)

ng
ni 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1
2 -
3 - -
4 - - -
5 - - 0 1
6 - - 1 2 3
7 - 0 1 3 4 6
8 -0 2 4 6 9
9 -1 3 5 7 9 11 14
10 -1 3 6 8 11 13 16 19
11 -1 4 7 9 12 15 18 22 25
12 - 2 5 8 11 14 17 21 24 28 31
13 0o 2 5 9 12 16 20 23 27 31 35 39
14 0o 2 6 10 13 17 22 26 30 34 38 43 47
15 0o 3 7 11 15 19 24 28 33 37 42 47 51 56
16 o 3 7 12 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66
17 0 4 8 13 18 23 28 33 38 44 49 55 61 66 71 7
18 0 4 9 14 19 24 30 36 41 47 53 59 65 70 76 82 88
19 1 4 9 15 20 26 32 38 44 50 56 63 69 75 82 88 94 101
20 1 5 10 16 22 28 34 40 47 53 60 67 73 80 87 93 100 107 114
21 1 5 11 17 23 30 36 43 50 57 64 71 78 85 92 99 106 113 121
22 1 6 11 18 24 31 38 45 53 60 67 75 82 90 97 105 112 120 127
23 1 6 12 19 26 33 40 48 55 63 71 79 87 94 102 110 118 126 134
24 1 6 13 20 27 35 42 50 58 66 75 83 91 99 108 116 124 133 141
25 1 7 13 21 29 36 45 53 61 70 78 87 95 104 113 122 130 139 148
26 1 7 14 22 30 38 47 55 64 73 82 91 100 109 118 127 136 146 155
27 2 7 15 23 31 40 49 58 67 76 85 95 104 114 123 133 14Z 152 162
28 2 8 16 24 33 42 51 60 70 79 89 99 109 119 129 139 149 159 169
29 2 8 16 25 34 43 53 63 73 83 93 103 113 123 134 144 155 165 176
30 2 9 17 26 35 45 55 65 76 86 96 107 118 128 139 150 161 172 182
31 2 9 18 27 37 47 57 68 78 89 100 111 122 133 144 156 167 178 189
32 2 9 18 28 38 49 59 70 81 92 104 115 127 138 150 161 173 185 196
33 2 10 19 29 40 50 61 73 84 96 107 119 131 143 155 167 179 191 203
34 3 10 20 30 41 52 64 75 87 99 111 123 135 148 160 173 185 198 210
35 3 11 20 31 42 54 66 78 90 102 115 127 140 153 165 178 191 204 217
36 3 11 21 32 44 56 68 80 93 106 118 131 144 158 171 184 197 211 224
37 3 11 22 33 45 57 70 83 96 109 122 135 149 162 176 190 203 217 231
38 3 12 22 34 46 59 72 85 99 112 126 139 153 167 181 195 209 224 238
39 3 12 23 35 48 61 74 88 101 115 129 144 158 172 187 201 216 230 245
40 3 13 24 36 49 63 76 90 104 119 133 148 162 177 192 207 222 237 252




240 Apéndice A. Tablas

Tabla A.36: Puntos Criticos: Test U de W-Mann—Whitney (« = 0°005)

72

ny |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 |-

2 |- -

3 |- - -

4 |- - - -

5 - - - - 0

6 |- - - 0 1 2

7!/- - - 0 1 3 4

8- - - 1 2 4 6 7

91]- - 0 1 3 5 7 9 11

0|]- - 0 2 4 6 9 11 13 16

11|- - 0 2 5 7 10 13 16 18 21

12(- - 1 3 6 9 12 15 18 21 24 27

3(- - 1 3 7 10 13 17 20 24 27 31 34

14|1- - 1 4 7 11 15 18 22 26 30 34 38 42

5(- - 2 5 8 12 16 20 24 29 33 37 42 46 51

6|- - 2 5 9 13 18 22 27 31 36 41 45 50 55 60

17|1- - 2 6 10 15 19 24 29 34 39 44 49 54 60 65 70

18- - 2 6 11 16 21 26 31 37 42 47 53 58 64 70 75 81

19|- 0 3 7 12 17 22 28 33 39 45 51 57 63 69 74 81 87 93

200- 0 3 8 13 18 24 30 36 42 48 54 60 67 73 79 86 92 99 105
21 (- 0 3 8 14 19 25 32 38 44 51 58 64 71 78 84 91 98 105 112
22 (- 0 4 9 14 21 27 34 40 47 54 61 68 75 82 89 96 104 111 118
23(- 0 4 9 15 22 29 35 43 50 57 64 72 79 87 94 102 109 117 125
24 (- 0 4 10 16 23 30 37 45 52 60 68 75 83 91 99 107 115 123 131
25|- 0 5 10 17 24 32 39 47 55 63 71 79 87 96 104 112 121 129 138
26 (- 0 5 11 18 25 33 41 49 58 66 74 83 92 100 109 118 127 135 144
271- 1 5 12 19 27 35 43 52 60 69 78 87 96 105 114 123 132 142 151
28 (- 1 5 12 20 28 36 45 54 63 72 81 91 100 109 119 128 138 148 157
29 |- 1 6 13 21 29 38 47 56 66 75 85 94 104 114 124 134 144 154 164
30[- 1 6 13 22 30 40 49 58 68 78 88 98 108 119 129 139 150 160 170
31 (- 1 6 14 22 32 41 51 61 71 81 92 102 113 123 134 145 155 166 177
32 |- 1 7 14 23 33 43 53 63 74 84 95 106 117 128 139 150 161 172 184
33 (- 1 7 15 24 34 44 55 65 76 87 98 110 121 132 144 155 167 179 190
34 |- 1 7 16 25 35 46 57 68 79 90 102 113 125 137 149 161 173 185 197
35(- 1 8 16 26 37 47 59 70 82 93 105 117 129 142 154 166 179 191 203
36 (- 1 8 17 27 38 49 60 72 84 96 109 121 134 146 159 172 184 197 210
37 |- 1 8 17 28 39 51 62 75 87 99 112 125 138 151 164 177 190 203 217
38|(- 1 9 18 29 40 52 64 77 90 102 116 129 142 155 169 182 196 210 223
39 |- 2 9 19 30 41 54 66 79 92 106 119 133 146 160 174 188 202 216 230
40| - 2 9 19 31 43 55 68 81 95 109 122 136 150 165 179 193 208 222 237
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Tabla A.37: Puntos Criticos: Test U de W-Mann-Whitney (« = 0°001)

n2

ny 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1

2

3 -

4 -

5 .- -

6 - -

7 - - - 0 1

8 - - 0 1 2 4

9 - - 1 2 3 5 7

10 - 0 1 3 5 6 8 10

11 - 0 2 4 6 8 10 12 15

12 -0 2 4 7 9 12 14 17 20

13 -1 3 5 8 11 14 17 20 23 26

14 -1 3 6 9 12 15 19 22 25 29 32

15 - 1 4 7 10 14 17 21 24 28 32 36 40

16 -2 5 8 11 15 19 23 27 31 35 39 43 48

17 0o 2 5 9 13 17 21 25 29 34 38 43 47 52 57

18 0 3 6 10 14 18 23 27 32 37 42 46 51 56 61 66

19 0 3 7 11 15 20 25 29 34 40 45 50 55 60 66 71 7

20 0 3 7 12 16 21 26 32 37 42 48 54 59 65 70 76 82 88
21 1 4 8 12 18 23 28 34 40 45 51 57 63 69 75 81 87 94
22 1 4 8 13 19 24 30 36 42 48 54 61 67 73 80 86 93 99
23 1 4 9 14 20 26 32 38 45 51 58 64 71 78 85 91 98 105
24 1 5 10 15 21 27 34 40 47 54 61 68 75 82 89 96 104 111
25 1 5 10 16 22 29 36 43 50 57 64 72 79 86 94 102 109 117
26 1 6 11 17 24 31 38 45 52 60 68 75 83 91 99 107 115 123
27 2 6 12 18 25 32 40 47 55 63 71 79 87 95 104 112 120 129
28 2 6 12 19 26 34 41 49 57 66 74 83 91 100 108 117 126 135
29 2 7 13 20 27 35 43 52 60 69 77 86 95 104 113 122 131 140
30 2 7 14 21 29 37 45 54 63 72 81 90 99 108 118 127 137 146
31 2 7 14 22 30 38 47 56 65 75 84 94 103 113 123 132 142 152
32 2 8 15 23 31 40 49 58 68 77 87 97 107 117 127 138 148 158
33 3 8 15 24 32 41 51 61 70 80 91 101 111 122 132 143 153 164
34 3 9 16 25 34 43 53 63 73 83 94 105 115 126 137 148 159 170
35 3 9 17 25 35 45 55 65 76 86 97 108 119 131 142 153 165 176
36 3 9 17 26 36 46 57 67 78 89 101 112 123 135 147 158 170 182
37 3 10 18 27 37 48 58 70 81 92 104 116 127 139 151 164 176 188
38 3 10 19 28 39 49 60 72 83 95 107 119 131 144 156 169 181 194
39 4 11 19 29 40 51 62 74 86 98 110 123 136 148 161 174 187 200
40 4 11 20 30 41 52 64 76 89 101 114 127 140 153 166 179 192 206
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Tabla A.38: Puntos Criticos: Test de Kolmogorov-Smirnov (2 muestras)

Muestras de distinto tamano

p (Unilateral) p (Unilateral)
0’9 095 0°975 099 0’995 0’9 095 0975 0’99 0’995
p (Bilateral) p (Bilateral)
ni na| 0°80 0'90 0'95 098 099 | [ng na| 0’80 0'90 0’95 0’98 0’99
1 9 |17/18 6 7 |23/42 4/7 29/42 5/7 5/6
10{9/10 8| 1/2 7/12 2/3 3/4 3/4
2 3]5/6 9| 1/2 5/9 2/3 13/18 7/9
4| 3/4 10| 1/2 17/30 19/39 7/10 11/45
5| 4/5 4/5 12| 1/2 7/12 7/12 2/3 3/4
6|5/6 5/6 18| 4/9 5/9 11/18 2/3 13/18
7| 5/7 /7 24|11/24 1/2 7/12 5/8 2/3
8| 3/4 7/8 7/8 7 8 |27/56 33/56 5/8 41/56 3/4
9| 7/9 8/9 8/9 9 |31/63 5/9 40/63 5/7 47/63
10| 7/10 4/5 9/10 10(33/70 39/70 43/70 7/10 5/7
3 4| 3/4 3/4 14| 3/7 1/2 4/7 9/14 5/7
5| 2/3 4/5 4/5 28| 3/7 13/28 15/28 17/28 9/14
6| 2/3 2/3 5/6 8 9| 4/9 13/24 5/8 2/3 3/4
7| 2/3 s5/7 6/7T 6/7 10(18/40 21/40 23/40 27/40 7/10
8| 5/8 3/4 3/4 7/8 12|11/24 1/2 7/12 5/8 2/3
9| 2/3 2/3 7/9 7/9 8/9 16|7/16 1/2 9/16 5/8 5/8
10| 3/5 7/10 4/5 9/10 9/10 32|13/32 7/16 1/2 9/16 19/32
12|7/12 2/3 3/4 5/6 11/12| [9 10| 7/15 1/2 26/45 2/3 31/45
4 5| 3/5 3/4 4/5 4/5 12| 4/9 1/2 5/9 11/18 2/3
6|7/12 2/3 3/4 5/6 5/6 15(19/45 22/45 8/15 3/5 29/45
7|17/28 5/7 3/4 6/7 6/7 18| 7/18 4/9 1/2 5/9 11/18
8|5/8 5/8 3/4 T/8 7/8 36/13/36 5/12 17/36 19/36 5/9
9|5/9 2/3 3/4 7/9 8/9 |[10 15| 2/5 7/15 172 17/30 19/30
10|11/20 13/20 7/10 4/5 4/5 20| 2/5 9/20 1/2 11/20 3/5
12| 7/12 2/3 2/3 3/4 5/6 40| 7/20 2/5 9/20 1/2
16/9/16 5/8 11/16 3/4 13/16| [12 15|23/60 9/20 1/2 11/20 7/12
5 6| 3/5 2/3 2/3 5/6 5/6 16| 3/8 17/16 23/48 13/24 7/12
7| 4/7 23/35 5/7 29/35 6/7 18|13/36 5/12 17/36 19/36 5/9
8 |11/20 5/8 27/40 4/5 4/5 20|11/30 5/12 7/15 31/60 17/30
9|5/9 3/5 31/45 7/9 4/5 | [15 20| 7/20 2/5 13/30 29/60 31/60
10| 1/2 3/5 7/10 7/10 4/5 | [16 20|27/80 31/80 17/40 19/40 41/80
15| 8/15 3/5 2/3 11/1511/15
20| 1/2 11/20 3/5 7/10 3/4
Muestras de igual tamano
p (Unilateral) p (Unilateral)
0’9 0°95 0°975 0°99 0°995 0’9 095 0°975 0’99 0’995
p (Bilateral) p (Bilateral)
n |0°80 0°90 0’95 0°98 0’99 n  |0’80 0'90 095 098 0’99
3[2/3 2/3 20 [6/20 7/20 8/20 9/20 10/20
4(3/4 3/4 3/4 21 [6/21 7/21 8/21 9/21 10/21
5|3/5 3/5 4/5 4/5 4/5 22 |[7/22 8/22 8/22 10/22 10/22
6(3/6 4/6 4/6 5/6 5/6 23 |7/23 8/23 9/23 10/23 10/23
7|47 4/7 5/7 5/7 5/7 24 |7/24 8/24 9/24 10/24 11/24
8|4/8 4/8 5/8 5/8 6/8 25 |7/25 8/25 9/25 10/25 11/25
9|4/9 5/9 5/9 6/9 6/9 26 |7/26 8/26 9/26 10/26 11/26
10[4/10 5/10 6/10 6/10 7/10 27 |7/27 8/27 9/27 11/27 11/27
11(5/11 5/11 6/11 7/11 7/11 28 |8/28 9/28 10/28 11/28 11/28
12(5/12 5/12 6/12 7/12 7/12 29 |8/29 9/29 10/29 11/29 12/29
13|5/13 6/13 6/13 7/13 8/13 30 |8/30 9/30 10/30 11/30 12/30
14]5/14 6/14 7/14 7/14 8/14 31 |8/31 9/31 10/31 11/31 12/31
15(5/15 6/15 7/15 8/15 8/15 32 [8/32 9/32 10/32 12/32 12/32
16(6/16 6/16 7/16 8/16 9/16 34 [8/34 10/34 11/34 12/34 13/34
17(6/17 7/17 7/17 8/17 9/17 36 |9/36 10/36 11/36 12/36 13/36
18(6/18 7/18 8/18 9/18 9/19 38 |9/38 10/38 11/38 13/38 14/38
19(6/19 7/19 8/19 9/19 9/19 40 |9/40 10/40 12/40 13/40 14/40
n> 40|12 173 192 215 2730
n n n n n




Tabla A.39: Puntos

Criticos:

a = 0’05

Test de Cochran
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2

3

4 5 6 7

8

9

10

11

17

37
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0’9985
0’9669
0’9065
0’8412
0’7808
0’7271
0’6798
0’6385
0’6020
0’5410
0’4709
0’3894
0’3434
0’2929
0’2370
0’1737
0’0998

0’9750
0’8709
0’7679
0’6838
0’6161
0’5612
0’5157
0’1775
074450
0’3924
0’3346
0’2705
0’2354
0’1980
0’1576
0’1131
0’0632

0’9392 0’9057 0’8772 0’8534
0’7977 0’7457 0’7071 0’6771
0’6841 0’6287 0’5895 0’5598
0’5981 0’5441 0’5065 0’4783
0’5321 0’4803 0’4447 0’4184
0’4800 0’4307 0’3974 0’3726
0’4377 0’3910 0’3505 0’3362
0’4027 0’3584 0’3286 0’3067
0’3733 0’3311 0’3029 0’2823
0’3264 0’2880 0’2624 0’2439
0’2758 0’2419 0’2195 0’2034
0’2205 0’1921 0’1735 0’1602
0’1907 0’1656 0’1493 0’1374
0’1593 0’1377 0’1237 0’1137
0’1259 0’1082 0’0968 0’0887
0’0895 0’0765 0’0682 0’0623
0’0495 0’0419 0’0371 0°0337

0’8332
0’6530
0’5365
0’4564
0’3980
0’3535
0’3185
0’2901
0’2666
0’2299
0’1911
0’1501
0’1286
0’1061
0’0827
0’0583
0’0312

0’8159
0’6333
0’5175
0’4387
0’3817
0’3384
0’3043
0’2768
0’2541
0’2187
0’1815
0’1422
0’1216
0’1002
0’0780
0’0552
0’0292

0’8010
0’6167
0’5917
0’4241
0’3682
0’3529
0’2926
0’2659
0’2439
0’2098
0’1736
0’1357
0’1160
0’0958
0’0745
0’0520
0’0279

0’7880
0’6025
0’4884
0’4118
0’3368
0’3154
0’2829
0’2568
0’2353
0’2020
0’1671
0’1303
0’1113
0’0921
0’0713
0’0497
0’0266

0'7341
0’5466
0’4366
0’3645
0’3135
0’2756
0’2462
0’2226
0’2032
0’1737
0’1429
0’1108
0’0942
0’0771
0’0595
0’0411
0’0218

0’6602
0’4748
0’3720
0’3066
0’2612
0’2278
0’2022
0’1820
0’1655
0’1403
0’1144
0’0879
0’0743
0’0604
0’0462
0’0316
0’0165

0’5813
0’4031
0’3093
0’2513
0’2119
0’1833
0’1616
0’1446
0’1308
0’1100
0’0889
0’0675
0’0561
0’0457
0’0347
0’0234
0’0120

0’5000
0’3333
0’2500
0’2000
0’1667
0’1429
0’1250
0’1111
0’1000
0’0833
0’0667
0’0500
0’0417
0’0333
0’0250
0’0167
0’0083

a =001

2

3

4 5 6 7

8

9

10

11

17

37
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0’9999
0’9933
0’9676
0’9279
0’8828
0’8376
0’7945
0’7544
0’7175
0’6528
0’5747
0’4709
0’4247
0’3632
0’2940
0’2151
0’1225

0’9950
0’9423
0’8643
0’7885
0’7218
0’6644
0’6152
0’5727
0’5358
0’4751
0’4069
0’3297
0’2871
0’2412
0’1915
0’1371
0’0759

0’9794 0’9586 0’9373 0’9172
0’8831 0’8831 0’8335 0°7933
0’7814 0’7112 0’6761 0°6410
0’6937 0’6329 0’5875 0’5531
0’6258 0’5635 0’5195 0’4866
0’5685 0’5080 0’4659 0’4347
0’5209 0’4627 0’4226 0’3932
0’4810 0’4251 0’3870 0’3592
0’4469 0’3934 0’3572 0’3308
0’3919 0’3128 0’3090 0’2861
0’3317 0’2882 0’2593 0’2386
0’2634 0’2288 0’2048 0’1877
0’2295 0’1970 0’1759 0’1608
0’1913 0’1635 0’1454 0’1327
0’1508 0’1281 0’1135 0’1033
0’1069 0’0902 0’0796 0°0722
0’0585 0’0489 0’0429 0’0387

0’8988
0’7606
0’6129
0’5259
0’4608
0’4105
0’3704
0’3378
0’3106
0’2680
0’2228
0’1748
0’1495
0’1232
0’0957
0’0668
0’0357

0’8823
0’7335
0’5897
0’5037
0’4401
0’3911
0’3522
0’3207
0’2945
0’2535
0’2104
0’1646
0’1406
0’1157
0’0898
0’0625
0’0334

0’8674
0’7107
0’5702
0’4858
0’4229
0’3751
0’3373
0’3067
0’2813
0’2419
0’2002
0’1567
0’1338
0’1100
0’0853
0’0591
0’0316

0’8539
0’6912
0’5536
0’4697
0’4084
0’3616
0’3248
0’2950
0’2704
0’2320
0’1918
0’1501
0’1283
0’1054
0’0816
0’0567
0’0302

0’7949
0’6743
0’4884
0’4094
0’3529
0’3105
0’2779
0’2514
0’2297
0’1961
0’1612
071248
0’1060
0’0867
0’0668
0’0461
0’0242

0’7067
0’6059
0’4057
0’3351
0’2858
02494
0’2214
0’1992
0’1811
0’1535
0’1251
0’0960
0’0810
0’0658
0’0503
0’0344
0’0178

0’6062
0’5153
0’3251
0’2644
0’2229
0’1929
0’1700
0’1521
0’1376
0’1157
0’0934
0’0700
0’0595
0’0480
0’0363
0’0245
0’0125

0’5000
074230
0’2500
0’2000
0’1667
0’1429
0’1250
0’1111
071000
0’0833
0’0667
0’0500
0’0117
0’0333
0’0250
0’0167
0’0083
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Tabla A.40: Puntos Criticos: Test de Kruskal-Wallis

« «

ny  na  nz | 010 0°05 001 ni  mna n3 | 010 005 001
3 2 1 4286 5 2 1 4’200 5°000

3 2 2 | 4500 4’714 5 2 2 | 4373 5160 6533
3 3 1 4571 5’143 5 3 1 4018 4’960

3 3 2 | 4556 5’361 5 3 2 | 4651 5251 6909
3 3 3 | 4622 5600 7200 5 3 3 | 4533 5648 7079
4 2 1 4’500 5 4 1 3'987 4986  6'954
4 2 2 | 4458 5'333 5 4 2 | 4541 5273 7204
4 3 1 4056 5’208 5 4 2 | 4549 5656 7445
4 3 2 | 4511 5444  6°444 5 4 4 | 4619 5657 7760
4 3 3 | 4709 5727 6746 5 5 1 4109 5127 7309
4 4 1 4167 4’967 6667 5 5 2 | 4623 5338 7338
4 4 2 | 5554 5455 7036 5 5 3 | 5545 5705 7578
4 4 3 | 4546 5598 7144 5 5 4 | 4523 5666 7'823
4 4 4 | 4654 5692 7654 5 5 5 | 4560 5780 8’000

Tabla A.41: Puntos criticos: Test de Kruskal-Wallis (comparaciones)

r comparaciones

k n T a r a T e

2 3 8 0’067 8 0’067 8 0’067
4 12 0’029 12 0’029 12 0’029
5 16 0’016 16 0’016 15 0’048
6 20 0’010 19 0’030 19 0’030
7 24 0’007 23 0’021 22 0’056
8 28 0’005 26 0’041 26 0’041
9 31 0’012 30 0’031 29 0’063
10 35 0’009 34 0’025 33 0’050
11 30 0’008 38 0’020 37 0’040
12 43 0’006 41 0’033 40 0’062
13 46 0’014 45 0’028 44 0’052
14 50 0’012 49 0’024 48 0’044
15 54 0’010 52 0’038 52 0’038

3 3 17 0’011 16 0’029 15 0’064
4 24 0’012 23 0’023 22 0’043
5 32 0’007 30 0’023 28 0’060
6 39 0’009 37 0’024 35 0’055
7 39 0’009 37 0’024 35 0’054
8 54 0’010 51 0’029 49 0’055

4 3 27 0’011 25 0’031 24 0’045
4 38 0’012 36 0’026 34 0’049
5 50 0’010 46 0’033 44 0’056

5 3 39 0’009 35 0’031 33 0’048

6 3 51 0’011 43 0’049




Tabla A.42: Recorrido Studentizado (Extremo inferior)

a = 0’05
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P

2 3

4

5

6

7

8

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

10
11

13
14
15
16
17
18
19
20
24
30
40
60
120

0’09 043
0’09 0’43
0’09 043
0’09 043
0’09 043
0’09 043
0’09 043
0’09 043
0’09 0’43
0’09 043
0’09 043
0’09 043
0’09 0’43
0’09 043
0’09 043
0’09 043
0’09 043

0’75
0’75
0’75
0’75
0’75
0’75
0’75
0’75
0’75
0’75
0’75
0’75
0’76
0’76
0’76
0’76
0’76

1’01
0’01
0’01
0’01
0’01
101
0’01
0’01
0’02
0’02
1°02
0’02
0’02
0’02
1°02
0’03
1°03

1’20
0’21
0’21
0’22
0’22
122
0’22
0’22
0’22
0’23
123
0’23
024
0’24
1’24
0’25
1’25

1’37
0’38
0’38
0’39
0’39
1’39
0’29
0’40
0’40
0’40
1’40
0’41
0’41
0’42
1’43
0’43
1’44

1’52
0’52
0’53
0’53
0’54
1’54
0’54
0’55
0’55
0’55
1’55
0’56
0’57
0’57
1’58
0’59
1’60

1’63
0’64
0’65
0’65
0’66
1°66
0’67
0’67
0’67
0’68
168
0’69
0’70
0’71
172
0’73
1’74

1’74
0’78
0’76
0’76
077
177
0’78
0’78
0’79
0’79
1’79
0’80
0’81
0’82
1’83
0’85
1’86

1’83
0’84
0’85
0’86
0’86
1'87
0’87
0’88
0’88
0’89
1’89
0’90
0’92
0’93
1’94
0’96
1’97

1’91
0’92
0’93
0’94
0’95
1’95
0’96
0’97
0’97
0’98
1’98
0’99
2’01
0’02
2’04
0’06
2°07

1’98
2’00
0’01
0’02
0’03
2’03
0’04
0’05
0’05
0’05
2’06
0’08
0’09
0’10
2’12
0’14
2’16

2’05
0’07
0’08
0’09
0’10
2’11
0’11

0’12

0’12
0’13
2’13
0’15
0’17
0’18
2’20
0’22
2’24

2’12
0’13
0’14
0’15
0’16
2’17
0’18
0’19
0’19
0’20
2720
0’22
0’24
0’26
2728
0’30
2’32

2’17
0’18
0’20
0’21
0’22
223
0’24
0’25
0’25
0’26
2°27
0’28
0’30
0’32
2’34
0’36
2’39

2’22
0’24
0’26
0’27
0’28
2’29
0’30
0’30
0’31
0’32
2’32
0’34
0’36
0’38
2’40
0’43
2’45

2’26
0’28
0’30
0’31
0’32
2’34
0’34
0’35
0’36
0’37
2’37
0’39
0’41
0’43
2’46
0’49
2’52

2’30
0’33
0’34
0’36
0’37
2’38
0’39
0’40
0’41
0’42
2’42
0’45
0’47
0’49
2’52
0’54
2’57

2’34
0’33
0’38
0’40
0’41
2’43
0’44
0’45
0’45
0’46
2'47
0’49
0’52
0’54
2’57
0’60
2’62

0’01

P

2 3

5

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
24
30
40
60
120

0’02 0’18
0’02 0’18
0’02 0’18
0’02 0’18
0’02 0’18
0’02 0’18
0’02 0’18
0’02 0’18
0’02 0’18
0’02 0’18
0’02 0’18
0’02 0’18
0’02 0’18
0’02 0’18
0’20 0’18
0’02 0’18
0’02 0’19

0’42
0’42
0’42
0’42
0’42
0’42
0’42
0’42
0’42
0’43
0’43
0’43
0’43
0’43
0’43
0’43
0’43

0’64
0’64
0’64
0’64
0’65
0’65
0’65
0’65
0’65
0’65
0’65
0’65
0’66
0’66
0’66
0’66
0’66

0’81
0’82
0’82
0’83
0’83
0’83
0’83
0’84
0’84
0’84
0’84
0’85
0’85
0’85
0’86
0’86
0’87

0’96
0’97
0’98
0’98
0’99
0’99
0’99
1’00
0’00
0’00
1’01
0’01
0’02
0’02
1’03
0’04
1°05

1’11
0’12
0’12
0’13
0’13
1’14
0’14
0’14
0’15
0’15
1’15
0’16
0’17
0’18
1’19
0’20
120

1’23
0’24
0’24
0’25
0’25
126
0’26
0’27
0’27
0’28
128
0’29
0’30
0’31
1’32
0’33
1’34

1’34
0’35
0’35
0’36
0’37
1’37
0’37
0’38
0’38
0’39
1’39
0’40
0’41
0’43
1’44
0’45
147

1’41
0’43
0’44
0’45
0’46
1’46
0’47
0’48
0’48
0’48
1’49
0’50
0’52
0’53
1’55
0’56
1’58

1’50
0’52
0’53
0’54
0’55
1’55
0’56
0’57
0’57
0’58
1’58
0’60
0’61
0’63
1'64
0’66
168

1’57
0’58
0’60
0’61
0’62
1’63
0’63
0’64
0’65
0’65
1'66
0’67
0’69
0’71
1’73
0’75
77

1’62
0’64
0’65
0’66
0’68
1’69
0’70
0’70
0’71
0’72
1’72
0’74
0’76
0’79
1’81
0’83
1’86

1’70
0’71
0’73
0’74
0’76
1’76
0’77
0’78
0’79
0’80
1’80
0’82
0’84
0’86
1’88
0’91
1’93

1’74
0’76
0’77
0’79
0’80
1’81
0’82
0’83
0’84
0’85
1’85
0’88
0’90
0’92
1’95
0’98
2’01

1’81
0’82
0’84
0’85
0’87
1’88
0’89
0’90
0’91
0’91
1’92
0’94
0’97
0’99
2’02
0’04
2’08

1’84
0’86
0’88
0’89
0’91
1’92
0’93
0’94
0’95
0’96
197
0’99
2702
0’04
2’07
0’10
2’14

1’88
0’91
0’92
0’94
0’95
197
0’98
0’99
2’00
0’01
2’01
0’05
0’07
0’10
2’13
0’16
2’20

1’92
0’94
0’96
0’98
2’00
2’01
0’02
0’04
0’05
0’06
2’06
0’09
0’12
0’15
2’18
0’21
2’25
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Tabla A.43: Recorrido Studentizado (Extremo superior)

a=0

05

2 3 4 5 6 7 8

9 10 11

p
12

13 14

15

16

17

18

19

20

18°0 27°0 32’8 37’1 40’4 43’1 45’4
6’09 8’3 9’8 10’9 11’7 12’4 13’0
4’50 5’91 6’82 7’50 8’04 8’48 8’85
3’93 5’04 5’76 6’29 6’71 7’05 7’35
3’64 4’60 5’22 5’67 6’03 6’33 6’58
3’46 4’34 4’90 5’31 5’63 5’89 6’12
3’34 4’16 4’68 5’06 5’36 5’61 5’82
3’26 4’04 4’53 4’89 5’17 5’40 5’60
3720 3’95 4’42 4’76 5’02 5’24 5’43
3’15 3’88 4’33 4’65 4’91 5’12 5’30
3’11 3’82 4’26 4’57 4’82 5’03 5’20
3’08 3’77 4’20 4’51 4’75 4’95 5’12
13|3°06 3’73 4’15 4’45 4’69 4’88 5’05
14|3°03 3’70 4’11 4’41 4’64 4’83 4’99
153’01 3’67 4’08 4’37 4’60 4’78 4’94
16{3’00 3’65 4’05 4’33 4’56 4’74 4’90
17|2°98 3’63 4’02 4’30 4’52 4’71 4’86
18(2797 3’61 4’00 4’28 4’49 4’67 4’82
19(2°96 3’59 3’98 4’25 4’47 4’65 4’79
202’95 3’58 3’96 4’23 4’45 4’62 4’77
242’92 3’53 3’90 4’17 4’37 4’54 4’68
30(2’89 3’49 3’84 4’10 4’30 4’46 4’60
40(2’86 3’44 3’79 4’04 4’23 4’39 4’52
60(2°83 3’40 3’74 3’98 4’16 4’31 4’44
120(2’80 3’36 3’69 3’92 4’10 4’24 4’36
00 |2’77 3’31 3’63 3’86 4’03 4’17 4’29

=
=R R R S

=
N~

47°4 49’1 50’6 52°0

13’5 14’0 14’4 14’7 1

9’18 9’46 9’72 9’95
7°60 7’83 8’03 8’21
6’80 6’99 7’17 7’32
6’32 6’49 6’65 6’79
6’00 6’16 6’30 6’43
5’77 5’92 6’05 6’18
5’60 5’74 5’87 5’98
72 5’83 5

5’46 5’60 5

5’35 5’49 5’61 5’71 5
5’27 5’40 5’51 562 5

5’32 5’43 5’53 5
5’25 5’36 5’46 5
5’20 5’31 5
5’15 5’26 5
5’11 5’21 5’31 5
5 5’07 5’17 527 5
4’92 5’04 5’14 5’23
4’90 5’01 5’11 5’20
4’81 4’92 5’01 5’10
472 4’83 4’92 5’00
4’63 4’74 4’82 4’91
4’55 4’65 4’73 4’81
4’48 4’56 4’64 4’72
4’39 4’47 4’55 462

40 5
35 5

5’1 154

10’35 10’35
8’37 8’52
747 7°60
6’92 7’03
6’55 6’66
6’29 6’39
6’09 6’19

93 6°03
;81 5790
71 5’80
63 571
55 564
49 5'58
44 552
39 5°47
'35 5'43

5’32 5’39
5’28 5’36
5’18 5’25
5’08 5’15
4’98 5’05
4’88 4’94
4’78 4’84
4’68 4’74

14’7
10’52
8’66
772
714
6’76
6’48
6’28
6’11
5’99
5’88
5’79
5’72
5’65
5’59
5’55
5’50
5’46
5’43
5’32
5’21
5’11
5’00
4’90
4’80

15’9
10’69
879
7’83
724
6’85
6’57
6’36
6’20
6’06
5’95
5’86
5’79
5'72
5’66
5’61
5’57
5’53
5’49
5’38
5727
5’16
5’06
4’95
4’85

16’1
10’84
8’91
793
7’34
6’94
6’65
6’44
6’27
6’14
6’03
5’93
5’85
5’79
572
5’68
5’63
5’59
5’55
5’44
5’33
5’22
5’11
5’00
4’89

16’4
10’98
9’03
803
743
702
6’73
6’51
6’34
6’20
6’09
6’00
5’92
5’85
5’79
5’74
5’69
5’65
5’61
5’50
5’38
5’27
5’16
5’05
4’93

53’2 54’3 55’4 56’3 57’2 58’0 58’8

16’6
11’11
9’13
8’12
751
709
6’80
6’58
6’40
6’26
6’15
6’05
5’97
5’90
5’84
5’79
5’74
5’70
5’66
5’54
5’43
5’31
5’20
5’09
4’97

59’6
16’8
11’24
9’23
8’21
7’59
717
6’87
6’64
6’47
6’33
6’21
6’11
6’03
5’96
5’90
5’84
5’79
5’75
5’71
5’59
5’48
5’36
5’24
5’13
5’01

a=0

01

2 3 4 5 [§ 7 8

9 10 11

P
12

13 14

15

16

17

18

19

20

90°0 135 164 186 202 216 227
14’0 19°0 22’3 24’7 26’6 28’2 29’5
8’26 10’6 12’2 13’3 14’2 15’0 15’6
6’51 8’12 9’17 996 10’6 11’1 11’5
5’70 6’97 7’80 8’42 8’91 9’32 9’67
5’24 6’33 7°03 7’56 7’97 8’32 8’61
4’95 5’92 6’54 7°01 7’37 7'68 7°94
4’14 5’63 6’20 6’63 6’96 7'24 7’47
4’60 5’43 5’96 6’35 6’66 6’91 7’13
4’48 527 5’77 6’14 6’43 6’67 6’87
4’39 5’14 5’62 5’97 6’25 6’48 6’67
12|4’32 5’04 5’50 5’84 6 2 6’51
13|4’26 4’96 5’40 5’13 6’37
14(4’21 4’89 5’32 5’63 6’26
15(4’11 4’83 5’25 5’56 6’16
16(4’13 4’78 5’19 5’49 2 6’08
11(4°10 4’74 5’14 5’43 5 6’01
18(4°07 4’70 5’09 5’38
19(4°05 4’67 5’05 5’33
20|4’02 4’64 5’02 5’29
24|3’96 4’54 4’91 5’17
303’89 4’45 4’80 5’05
403’82 4’37 4’10 4’93
603’76 4’28 4’60 4’82
120(3°70 4’20 4’50 4’71
003’64 4’12 4’40 4’60

© 00O U A WS

==
= O

© 0 ©

BSOS R O OT Ot O Ot OOt O OOt
WOFNBAETTDTIT0OOOHHW

0= W10k 0w

237 246 253
30’7 31’7 23’6
16’2 16’7 17’1
11’9 12’3 12’6
9’97 10°24 10’48
8’87 9’10 9’30
8’17 8’37 8’55
7°68 7’87 8’03
7’32 1’49 7’65
705 7’21 7'36
6’84 6’99 7’13
6’67 6’81 6’94
6’53 6’67 6’79
6’41 6’54 6’66
6’31 6’44 6’55
6’22 6’35 6’46
6’15 6’27 6’38
6’08 6’20 6’31
6’02 6’14 6’25
5’97 6’09 6’19
5’81 5’92 6’02
5’65 5’76 5’85
5’50 5’60 5’69
5’36 5’45 5’53
5’21 5’30 5’38
5’08 5’16 5’23

260
33’4
175
12’8
10°70
9’49
8’71
8’18
778
7’48
725
706
6’90
6’77
6’66
6’56
6’48
6’41
6’34
6’29
6’11
5’93
5’77
5’60
5’44
5’29

266 272
34’1 34’8
17°9 18’2
13’1 13’3
0’89 1’08
9’65 9’81
8’86 9’00
8’31 8’44
7'91 8’03
7°60 7’71
7’36 746
717 726
7°01 7°10
6’87 6’96
6’76 6’84
6’66 6’74
6’57 6’66
6’50 6’58
6’43 6’51
6’37 6’45
6’19 6’26
6’01 6’08
5’84 5’90
5’67 573
5’51 5’56
5’35 5’40

277
3574
18’5
13’5
11°24
9’95
9’12
8’55
8’13
7’81
756
736
719
705
6’93
6’82
6’73
6’65
6’58
6’52
6’33
6’14
5’96
5’79
5’61
5’45

282
36’0
18’8
13’7
11740
10’08
9’24
8’66
823
791
765
744
727
712
700
6’90
6’80
6’72
6’65
6’59
6’39
6’20
6’02
5'84
5’66
5’49

286
36’5
19’1
13’9

290
37°0
19’3
14’1

11°55 11°68
10’21 10’32

9’35
8’76
8’32
799
773
752
734
7720
707
6’97
6’87
6’79
6’72
6’65
6’45
6’26
6’07
5’89
5’71
5’54

9’46
8’85
8’41
8’07
781
7’59
742
727
714
703
6’94
6’85
6’78
6’71
6’51
6’31
6’12
5’93
5’75
5’57

294
37’5
19’5
14’2
11°81
10’43
9’55
8’94
8’49
8’15
7’88
766
748
733
720
709
700
6’91
6’84
6’76
6’56
6’36
6’17
5’98
5’79
5’61

298
37’9
19’8
14’4
11°93
10’54
9’65
9’03
857
8’22
795
773
7’55
7’39
726
715
7°05
6’96
6’89
6’72
6’61
6’41
6’21
6’02
5’83
5’65
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Tabla A.44: Region Critica: Test de Duncan

a = 0°01

p
no 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 50 100
1[{90°0 90°0 90°0 90’0 90’0 90’0 90°0 90°0 90°0 90°0 90°0 90°0 90°0 90°0 90°0 90’0
2140 140 14’0 14’0 14’0 14’0 14’0 14’0 14’0 14’0 14’0 14’0 14’0 14’0 14’0 140
31826 85 8’6 87 8’8 8’9 8’9 9’0 9’0 9’0 9’1 9’2 9’3 9’3 9’3 9’3
416’51 6’8 6’9 70 71 71 72 72 73 73 74 74 75 75 75 75
5570 5’96 6’11 6’18 6’26 6’33 6’40 6’44 6’5 66 6’6 6’7 6’7 6’8 6’8 6’8
6524 5’51 565 5’73 5’81 5’88 5’95 6’00 6’0 6’1 6’2 6’2 6’3 6’3 6’3 6’3
71495 522 5’37 5’45 5’53 5’61 569 5’73 5’8 5’8 5’9 5’9 6’0 6’0 6’0 6’0
8| 4’74 5’00 5’14 5’23 5’32 5’40 5’47 551 5’5 5’6 5’7 57 5’8 5’8 5’8 5’8
9| 460 4’86 4’99 5’08 5’17 5'25 5’32 5’36 5’4 5’5 5’5 5’6 57 57 57 57
10 | 4’48 4’73 4’88 4’96 5’06 5’13 520 5’24 5’28 5’36 5’42 5’48 5’54 5’55 5’55 5’55
11| 4’39 4’63 4’77 4’86 4’94 5’01 506 5’12 5’15 524 528 5’34 5’38 5’39 5’39 5’39
12 | 4’32 4’55 4’68 4’76 4’84 4’92 4’96 5’02 5’07 5’13 5’17 5’22 5’24 526 5’26 5’26
13| 4’26 4’48 4’62 4’69 4’74 4’84 4’88 4’94 4’98 504 5’08 5’13 5’14 5:15 5’15 5’15
14 | 421 4’47 4’55 4’63 4’70 4’78 4’83 4’87 4’91 4’96 5°00 504 5’06 507 507 507
15 | 4’17 4’37 4’50 4’58 4’64 4’72 4’77 4’81 4’84 4’90 4’94 4’97 4’99 5’00 5’00 5’00
16 | 4’13 4’34 4’45 4’54 4’60 4’67 4’72 4’76 4’79 4’84 4’88 4’91 493 4’94 494 4’94
17| 410 4’30 4’41 4’50 4’56 4’63 4’68 4’73 4’75 4’80 4’83 4’86 4’88 4’89 4’89 4’89
18 | 4°07 4’27 4’38 4’46 4’53 4’59 4’64 4’68 4’71 4’76 4’79 4°8Z 4’84 4’85 4’85 4’85
19 | 4°05 4’24 4’35 4’43 4’50 4’56 4’61 4’64 4’67 4’72 4’76 4’79 4’81 4’82 4’82 4’82
20 | 402 4’22 4’33 4’40 4’47 4’53 4’58 4’61 4’65 4’69 4’73 4’76 4’78 4’79 4’79 4’79
221399 4’17 4’28 4’36 4’42 4’48 4’53 4’57 4’60 4’65 4’68 4’71 4’74 4’75 4’75 4’75
24 1396 4’14 4’24 4’33 4’39 4’44 4’49 4’53 4’57 4’62 4’64 4’67 4’70 4’7Z 4’74 4’74
26 | 3’93 4’11 4’21 4’30 4’36 4’41 4’46 4’50 4’53 4’58 4'6Z 4’65 4’67 469 4’73 4’73
28| 3’91 4’08 4’18 4’28 4’34 4’39 4’43 4’47 4’51 4’56 4’60 4’62 4’65 4’67 4’72 4’72
30| 389 4’06 4’16 4’22 4’33 4’36 4’41 4’45 4’48 4’54 4’58 4’61 4’63 4’65 4’71 4’71
40 | 3’82 3’99 4’10 4’17 4’24 4’30 4’34 4’37 4’41 4’46 4’51 4’54 4’57 4’59 4’69 4’69
60| 3’76 3’92 4’03 4’12 4’17 4’23 4’27 4’31 4’34 4’39 4’44 4’47 4’50 4’53 4’66 4’66
100 | 3’71 3’86 3’98 4’06 4’11 4’17 4’21 4’25 4’29 4’35 4’38 4’42 4’45 4’48 4’64 4’65
oo [ 364 3’80 3’90 3’98 4’04 4’09 4’14 4’17 4’20 4’26 4’31 4’34 4’38 4’41 4’60 4’68

a = 0’05
nog 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 50 100
1 180 180 180 180 180 180 180 180 180 180 180 180 180 180 180 180
2 6’09 6’09 6’09 6’09 6’09 6’09 6’09 6’09 6’09 6’09 6’09 6’09 6’09 6’09 6’09 6’09
3 4’50 4’50 4’50 4’50 4’50 4’50 4’50 4’50 4’50 4’50 4’50 4’50 4’50 4’50 4’50 4’50
4 3’93 4’01 4’02 4’02 4’02 4’02 4’02 4’02 4’02 4’02 4’02 4’02 4’02 4’02 4’02 4’02
5 3’64 3’74 3’79 3’83 3’83 3’83 3’83 3’83 3’83 3’83 3’83 3’83 3’83 3’83 3’83 3’83
6 3’46 3’58 3’64 3’68 3’68 3’68 3’68 3’68 3’68 3’68 3’68 3’68 3’68 3’68 3’68 3’68
7 3’35 3’47 3’54 3’58 3’60 3’61 3’61 3’61 3’61 3’61 3’61 3’61 3’61 3’61 3’61 3’61
8 3'Z6 3’39 3’47 3’5Z 3’55 3’56 3’56 3’56 3’56 3’56 3’56 3’56 3’56 3’56 3’56 3’56
9 3’20 3’34 3’41 3’47 3’50 3’52 3’52 3’52 3’52 3’52 3’52 3’52 3’52 3’52 3’52 3’52
10 | 3’15 3’30 3’37 3’43 3’46 3’47 3’47 3’47 3’47 3’47 3’47 3’47 347 3’47 3’48 3’48
11 | 3’11 3’27 3’35 3’39 3’43 3’44 3’45 3’46 3’46 3’46 3’46 3’46 3’47 3’48 3’48 3’48
12 | 3°08 3’23 3’33 3’36 3’40 3’42 3’44 3’44 3’46 3’46 3’46 3’46 3’47 3’48 3’48 3’48
13 | 3706 3’21 3’30 3’35 3’38 3’41 3’47 3’44 3’45 3’45 3’46 3’46 3’47 3’47 3’47 3’47
14 | 3°03 3’18 3’27 3’33 3’37 3’39 3’41 3’42 3’44 3’45 3’46 3’46 3’47 3’47 3’47 3’47
15 | 3°01 3’16 3’25 3’31 3’36 3’38 3’40 3’4Z 3’43 3’44 3’45 3’46 3’47 3’47 347 3’47
16 | 3°00 3’15 3’73 3’30 3’34 3’37 3’39 3’41 3’43 3’44 3’45 3’46 3’47 3’47 3’47 3’47
17 | 2’98 3’13 3’22 3’28 3’33 3’36 3’38 3’40 3’42 3’44 3’45 3’46 3’47 3’47 347 3’47
18 | 2°97 3’12 3’21 3’27 3’32 3’35 3’37 3’39 3’41 3’43 3’45 3’46 3’47 3’47 3’47 3’47
19 [ 2’96 3’11 3’19 3’26 3’31 3’35 3’37 3’39 3’41 3’43 3’44 3’46 3’47 3’47 3’47 3’47
20 | 2°95 3’10 3’18 3’25 3’30 3’34 3’36 3’38 3’40 3’43 3’44 3’46 3’47 3’47 3’47 347
22 | 2'93 3’08 3’17 3’24 3’29 3’32 3’35 3’37 3’39 3’42 3’44 3’45 3’46 3’47 3’47 347
24 | 292 3’07 3’15 3’22 3’28 3’31 3’34 3’37 3’38 3’41 3’44 3’45 3’46 3’47 3’47 347
26 | 2°91 3’06 3’14 3’21 3’27 3’30 3’34 3’36 3’38 3’41 3’43 3’45 3’46 3’47 3’47 347
28 | 2’90 3’04 3’13 3’20 3’26 3’30 3’33 3’35 3’37 3’40 3’43 3’45 3’46 3’47 3’47 347
30 | 2’89 3’04 3’12 3’20 3’25 3’29 3’32 3’35 3’37 3’40 3’43 3’44 3’46 3’47 3’47 3’47
40 | 2’86 3’01 3’10 3’17 3’22 3’27 3’30 3’33 3’35 3’39 3'4Z 3’44 3’46 3’47 3’47 3’47
60 | 2’83 2’98 308 3’14 3’20 3’24 3’28 3’31 3’33 3’37 3’40 3’43 3’45 3’47 3’48 3’48
100 | 2’80 2’95 3’05 3’12 3’18 3’22 3’26 3’29 3’32 3’36 3’40 3’42 3’45 3’47 3’53 3’53
co | 2°77 2’92 3’02 3’09 3’15 3’19 3’23 3’26 3’29 3’34 3’38 3’41 3’44 3’47 3’61 3’67
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Tabla A.45: Region Critica: Test de Hartley

a = 0’05
k
v 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 39’0 87’5 142 202 266 333 403 475 550 626 704
3 15’4 27’8 39’2 50’7 62’0 72’9 83’5 93’9 104 114 124
4 9’60 15’5 206 25’2 29’5 33’6 375 41'1 44’6 48’0 51’4
5 715 10’8 13’7 16’3 187 20’8 22’9 24’7 26’5 28’2 29’9
6 5’82 8’38 10’4 12°1 13’7 15’0 16’3 175 18’6 19°7 207
7 4’99 6’94 844 9’70 10’8 11°8 12’7 13’5 14’3 15’1 15’8
8 4’43 6’00 718 8’12 9’03 9’78 10’5 11’1 11°7 12°2 12°7
9 4’03 5’34 6’31 711 7°80 8’41 8’95 9’45 9’91 10’3 10’7
10 3’72 4’85 5’67 6’34 6’92 742 787 8’28 8’66 9’01 9’34
12 3’28 4’16 4’79 5’30 572 6’09 6’42 6’72 700 725 748
15 2’86 3’54 4’01 4’37 4’68 4’95 5’19 5’40 5’59 577 5’93
20 2’46 2’95 3’29 3’54 3’76 3’94 4’10 4’24 4’37 4’49 4’59
30 2’07 2’40 2’61 2’78 2’91 3’02 3’12 3’21 3’29 3’36 3’39
60 167 1’85 1'96 2’04 2’11 2717 2722 2726 2’30 2’33 2’36
oo 1’00 1’00 1’00 1’00 1’00 1’00 1°00 1’00 1’00 1’00 1’00
a =001
k
v 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 199 448 729 1036 1362 1705 2063 2432 2813 3204 3605
3 47’5 85’0 120 151 184 216 249 281 310 337 361
4 23’2 37°0 49’0 59’0 69°0 79’0 89’0 97°0 106 113 120
5 14’9 22°0 28’0 33’0 38’0 42’0 46’0 50’0 54’0 57°0 60’0
6 11’1 15’5 19’1 22’0 25’0 27°0 30’0 32°0 34’0 36’0 37°0
7 8’89 12’1 14’5 16’5 18’4 200 22°0 230 24’0 26’0 270
8 7’50 9’90 11’7 13’2 14’5 15’8 16’9 17°9 18’9 19’8 21°0
9 6’54 8’50 9’90 11’1 12’1 13’1 13’9 14’7 15’3 16’0 16’6
10 5'84 7’40 8’60 9’60 10’4 11’1 11°8 12°4 12’9 13’4 13’9
12 4’91 6’10 6’90 760 8’20 8’70 9’10 9’50 9’90 10’2 10’6
15 4’07 4’90 5’50 6’00 6’40 6’70 710 7’30 7°50 7’80 8’00
20 3’32 3’80 4’30 4’60 4’90 5’10 5’30 5’50 5’60 5’80 5’90
30 2’63 3’00 3’30 3’40 3’60 3’70 3’80 3’90 4’00 4’10 4’20
60 1'96 2’20 2’30 2’40 2’40 2’50 2’50 2’60 2’60 2’70 2’70
oo 1’00 1’00 1’00 1’00 1°00 1’00 1’00 1’00 1’00 1°00 1’00
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