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Capitulo 6 E

Inferencia clasica en poblaciones Normales

1. Conceptos fundamentales

Hasta ahora los objetivos planteados se han limitado a explorar
un conjunto de datos describiendo sus caracteristicas principales o las
relaciones entre distintos caracteres. La intencion de este capitulo es ha-
cer una primera incursiéon en lo que se conoce como andlisis inferencial,
en el que a partir del estudio de una muestra pequena y representativa
de miembros de un gran colectivo, se extraen conclusiones que afectan a
todos los elementos del mismo. Interesa, por ejemplo, conocer aproxima-
damente las principales caracteristicas del colectivo, como pueden ser la
media, la desviacion tipica, su estructura probabilistica,. . .

El enfoque que se le va a dar a este tema se conoce como cldsico.
En él, las caracteristicas poblacionales a estudiar se consideran parame-
tros (constantes desconocidas), mientras que los elementos de la muestra
se consideran variables aleatorias. La alternativa a este enfoque vendria
dada por la teoria bayesiana, en el que los pardametros son variables
aleatorias, mientras que los datos que se poseen de la poblacién son
considerados constantes.

Desde un punto de vista intuitivo, parece razonable que si efectiva-
mente la muestra representa bien al colectivo, los pardmetros muestrales
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sean muy parecidos a los poblacionales y aunque ciertamente este en-
foque de estimacion puntual es basicamente correcto, adolece de ciertas
carencias que lo convierten sélo en una parte del proceso inferencial.

Interesa dar una mayor consistencia al analisis inferencial y ello se
consigue desde dos puntos de vista, que en muchas ocasiones son comple-
mentarios: la construccion de intervalos de confianza y la realizacion de
contrastes de hipotesis. Tanto uno como otro tienen en cuenta el margen
de error derivado de cierta pérdida de informaciéon, que se produce al
intentar explicar el comportamiento de una poblacién a partir del cono-
cimiento de una parte muy pequenia de sus miembros. Para ilustrar lo
dicho se introduce el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.1

Una maquina esta preparada para fabricar piezas de 7 cms de longitud.
En una inspeccién se toman 1000 piezas fabricadas por dicha maquina,
comprobandose que la media de éstas es de 7,0037 cms. Si se tomaran
decisiones sélo a partir de esta estimacion puntual habria que concluir
que la maquina se ha desajustado y actuar en consecuencia. Pero se estéa
desaprovechando informacion importante, como si la varianza de los da-
tos es alta o pequena, o si, como parece, la distribucién de las longitudes
es normal. La utilizacion de dicha informacién va a permitir construir
un intervalo de confianza para la media de la poblacién o confirmar di-
rectamente si ésta se puede considerar igual a 7 cms. En todo caso se
estara asumiendo un margen de error derivado del proceso de extraccion
aleatorio de la muestra, ya que si se eligieran otras 1000 piezas la media
seria distinta a la anterior.

En el caso de los intervalos de confianza, el objetivo es dar una
cierta “garantia” de la presencia del parametro dentro de un interva-
lo construido a partir de la muestra, mientras que para el caso de los
contrastes, la pretension es dar respuesta a si el valor del parametro se
encuentra, a la luz de la evidencia muestral, dentro de un conjunto de
valores especificados en lo que se conoce como hipétesis nula (Hy) o, por
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el contrario, se haya dentro de su alternativo especificado por la hipdtesis
alternativa (Hy).

Se llama nivel de confianza, 1 — «, de un intervalo a la probabi-
lidad (a priori) de que el intervalo contenga el valor del parametro a
estimar. La interpretacion habitual del nivel de confianza es la proba-
bilidad de que el intervalo de confianza, ya obtenido, contenga el valor
del parametro. Esta interpretacion es incorrecta pues una vez obtenido
el intervalo el valor del parametro esti o no esta en el intervalo y no
tiene sentido hablar de la probabilidad de que esto ocurra. 1 — « debe
interpretarse como la proporcion tedrica de intervalos (ya construidos)
que contiene al valor del parametro.

Para el caso de los contrastes, a es la probabilidad de rechazar la
hipétesis nula cuando ésta es cierta y se conoce también como probabi-
lidad de error de tipo I, 1 — « también se llama aqui nivel de confianza.
En el caso de los contrastes, existe un error asociado al o que se cono-
ce como (3 y que indica la probabilidad de no rechazar la hipotesis nula
cuando es falsa, conocido también como probabilidad de error de tipo 11,
1 — 3 se conoce como potencia del test. Ambos errores son contrapuestos
y fijado un tamano muestral cuando uno de los dos crece el otro decrece.
El cuadro que sigue recoge las distintas situaciones que pueden darse a
la hora de realizar un contraste en término de los errores y aciertos.

Decision estadistica

No rechazar Hy Rechazar Hy

Estado Real Hj cierta Correcta Error tipo [

de la cuestion H falsa Error tipo 11 Correcta

En el peor de los casos, a la hora de realizar un estudio inferencial
se cuenta con la informaciéon muestral, mientras que en las ocasiones méas
favorables, se tiene un conocimiento bastante aproximado de la estruc-
tura de probabilidad de la poblacion analizada. Cuando se hace uso de
la distribucién de probabilidad de la poblacién estudiada se dice que la
inferencia realizada es paramétrica, mientras que si s6lo se hace uso de
la muestra, la inferencia es no paramétrica. El objetivo en los contrastes
paramétricos es intentar obtener informacién sobre los parametros des-
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conocidos de la distribucién de la poblacién bajo estudio. En el caso de
los contrastes no paramétricos, su objetivo es intentar determinar alguna
caracteristica de la poblaciéon o de la muestra bajo estudio.

Puesto que los contrastes paramétricos utilizan mas informacion
que los no paramétricos, ofrecen mejores resultados. Por ello, siempre
que sea posible se debe recurrir a los primeros.

Dependiendo de la estructura de sus hipotesis, se distingue entre
los siguientes tipos de contrastes:

1. Contrastes bilaterales: en ellos se propone un valor puntual para
el parametro bajo estudio, de forma que se rechazara bien porque
la evidencia muestral lleve a decidir que el valor es mayor que el
propuesto o bien que es menor. Formalmente:

H019:90
Hi:0 6,

2. Contrastes unilaterales: en ellos se propone que el valor del para-
metro se encuentre por debajo (o por encima) de un cierto valor.
Las dos situaciones se plantearian de la siguiente forma:

HO:HZHO H()ZHSHO
Hy:0 <6 Hy:0 >0

Se puede observar que en todos los casos el signo igual esté incluido en
la hipo6tesis nula, el motivo de ello se encuentra en el procedimiento que
se va a utilizar para realizar el contraste.

Las distribuciones asociadas al proceso de muestreo son la nor-
mal y la t de student para el estudio de medias, la Chi-cuadrado para
la varianza y la F' de Snedecor para la comparacién de varianzas; todas
ellas estudiadas en el anterior capitulo. En general, interesa analizar el
comportamiento de la media, aunque el mismo va a depender del co-
nocimiento o no que se tenga de su varianza o si, para el caso de dos
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poblaciones sus varianzas coinciden. No hay que olvidar que la varian-
za determina la escala de la variable y siempre es més facil comparar
aquellas poblaciones con el mismo factor de escala.

Es muy importante entender que en el contraste de hipdtesis los
roles que juegan las hipotesis nula y alternativa no son equiparables y
mucho menos intercambiables. En todo caso, hay que ver este enfoque
como una regla de confirmaciéon sobre una cuestién que el investigador
cree razonablemente que es cierta, siendo la funcion del contraste la de
validarla o, por el contrario, si la evidencia muestral en contra es muy
fuerte, la de rechazarla.

En este capitulo se estudiaran problemas que involucran a una o
dos poblaciones, mientras que en el capitulo 7 se generalizarédn los re-
sultados a més de dos poblaciones. Se aceptara, a expensas de poder
comprobarlo en el préoximo capitulo, que las poblaciones siguen distribu-
ciones normales; caso de que esto no fuera cierto, habria que replantear el
analisis desde una perspectiva no paramétrica. Ademas, se supondra que
las muestras extraidas son aleatorias y que no existen valores anémalos.
Igual que para la normalidad, en el proximo capitulo se comprobaran
estos supuestos.

2. Inferencias sobre una poblacion

En esta seccion se abordara el estudio de la media de una pobla-
cién, de la que se dispone de una muestra aleatoria simple de tamano
n. Aunque en el caso, poco frecuente, de que se conozca la varianza de
la poblacién se podria utilizar la distribuciéon Normal, y que cuando el
tamano de la muestra sea grande (n > 50) la distribucion t de student
se puede reemplazar por la N(0,1), en general se empleara la propia t
de student.

Ejemplo 6.2

Se considera que el fichero de datos peso_altura.dat es una muestra
aleatoria simple de la poblacién adulta de un municipio andaluz. Dicha
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i Test t para una muestra ‘i‘_‘g

Variable (elegir una)

ALTURA

Hipotesis alternativa

Media poblacional = mu0 @ Hipotesis nula: mu = 0.0
Media poblacional < mu0 ©/ Nivel de confianza: .95

Media poblacional > mu0

Aceptar_| | Cancelar | [ Ayda

Figura 6.1: Ventana de didlogo para el test t

muestra se utilizard para estudiar los valores medios del peso y la altura
de la poblacion.

= Las caracteristicas muestrales se obtienen como siempre en
Estadisticos—Restmenes—Restmenes numéricos..., seleccio-
nando las correspondientes variables e indicando que se haga en
funcién del sexo:

> numSummary (Datos[,c (‘‘ALTURA’’, ‘PES0’’)], groups=Datos$SEX0,
statistics=c(‘“‘mean’’, ‘‘sd’’, ‘‘quantiles’’))
Variable: ALTURA

mean sd 0% 25% 50% 75% 100% =n
Mujer 171.0000 5.676462 159 167.00 170.5 175 182 46
Varoén 177.1296 6.901043 167 171.25 178.0 182 194 54

Variable: PESO

mean sd 0% 25% 50% 75% 100% =n
Mujer 66.95652 4.340796 59 63.00 68.0 70 75 46
Varon 86.24074 10.504150 64 77.25 86.5 93 109 54

= Intervalos de confianza. A continuacién se obtendran los inter-
valos de confianza del 95 % para la altura de los hombres. Para ello
se filtra la base de datos por la variable sexo. A continuacién se
marca Estadisticos—Medias—Test t para una muestra, se-
leccionando en la ventana de didlogo la variable que interesa, fi-
gura 6.1, en este caso la altura, y comprobando que el nivel de

confianza esta fijado en el 0,95. Las instrucciones que se generan
son:
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> t.test(Hombres$ALTURA, alternative=’two.sided’, mu=0.0,
conf.level=.95)
One Sample t-test
data: Hombres$ALTURA
t = 188.6138, df = 53, p-value <2.2e-16
alternative hypothesis: true mean is not equal to O
95 percent confidence interval:
175.2460 179.0133
sample estimates:
mean of x
177.1296

De la salida interesa la parte que hace referencia al intervalo de con-
fianza, la media de altura de la poblacién de hombres se encuentra

dentro del intervalo (175,24;179,01) con una confianza, que no una
probabilidad, del 95 %.

Contraste bilateral. Como se puede observar en las instruccio-
nes de R generadas por Remdr, ademés de la variable y el nivel de
confianza, el procedimiento t.test incluye dos opciones mas. La
primera de ellas es alternative y admite tres posibilidades: con-
traste bilateral two.sided, contraste unilateral Hy : pu < pg less
v contraste unilateral Hy : p > pg greater. La segunda opcion
permite fijar un valor para la hipétesis nula mu=0. 0. Para realizar
los distintos contrastes se va a retocar la linea de instrucciones. En
primer lugar se desea realizar el contraste:

Hy:p=175

Hy:p#175
con un nivel de significacion o = 0,01. Editando la linea de ins-
trucciones y ejecutando se tiene:

> t.test(Hombres$ALTURA, alternative=’two.sided’, mu=175.0,
conf.level=.99)
One Sample t-test
data: Hombres$ALTURA
t = 2.2677, df = 53, p-value = 0.02745
alternative hypothesis: true mean is not equal to 175
99 percent confidence interval:
174.6205 179.6388
sample estimates:
mean of x
177.1296

Se puede observar que, respecto a la salida anterior al aumentar el
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nivel de confianza ha aumentado la amplitud del intervalo y que el
resto es practicamente igual. Respecto al contraste se concluye que
puesto que el p-value= 0,027, es mayor que el nivel de significa-
cion, o = 0,01, no hay evidencias para rechazar la hipétesis nula.
Se puede ver que en este caso el valor que Hy propone para la me-
dia se encuentra dentro del intervalo de confianza. Esto no ocurria
en la salida anterior donde se habia fijado el nivel de confianza en
0,95, pues en ese caso 175 estaba fuera del intervalo.

= Contraste unilateral. Se plantea ahora la realizacién del con-

traste:
Hy:p > 180
Hy:p <180

con un nivel de significaciéon o« = 0,1. Se edita de nuevo la linea de
instrucciones y se ejecuta:

> t.test(Hombres$ALTURA, alternative=’less’, mu=180.0,
conf .level=.90)
One Sample t-test
data: Hombres$ALTURA
t = -3.0565, df = 53, p-value = 0.001752
alternative hypothesis: true mean is less than 180
90 percent confidence interval:
-Inf 178.3483
sample estimates:
mean of x
177.1296

En este caso el p-valor—0,0017 es mucho menor que el nivel de
significacién y por tanto se rechaza la hipétesis nula. Igualmente se
puede comprobar que 180 no pertenece al intervalo de confianza.

3. Inferencias sobre dos poblaciones

Para el caso de comparar las medias de dos poblaciones, ademas
de comprobar las hipotesis sobre normalidad y aleatoriedad, que como
va se ha comentado se veran en el proximo capitulo, se plantean distintas
situaciones. En primer lugar habra que determinar si se tienen muestras
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independientes o pareadas (relacionadas). La diferencia entre uno y otro
caso es que en el segundo, se dan dos mediciones de la misma o similar
caracteristica para cada individuo o para dos individuos de idénticas,
respecto de los restantes, caracteristicas relevantes de la muestra.

Si se miden el peso de 50 alevines de truchas antes y después de
una cierta dieta alimenticia, ambas observaciones estan relacionadas. La
aplicacion de dos pomadas en diferentes zonas de la piel de un indivi-
duo y la observacion de ambas respuestas conduce a observaciones pa-
readas. A veces la dependencia no resulta tan evidente. La longitud de
la cola de trabajo de dos impresoras pueden parecer dos observaciones
independientes, sin embargo, si ambas impresoras presentan idénticas ca-
racteristicas tanto en prestaciones como en accesibilidad, la eleccién del
usuario dependeréa de las longitudes de las colas existentes, introduciendo
dependencia entre ambas longitudes.

Otra cuestion a tener en cuenta, para el caso de muestras inde-
pendientes, es si las varianzas de las poblaciones se pueden considerar

iguales o no.

3.1. Muestras independientes

Ejemplo 6.3

Para el caso de muestras independientes se usard el fichero
parque_eolico.dat, que contiene datos de la velocidad del viento, regis-
trados durante 730 horas de forma simultanea, en dos localizaciones al-
ternativas (Parquel y Parque2). Se tratara de establecer la localizacién
mas aconsejable para la instalacion de un parque de produccién de ener-
gia edlica.

Hay que tener en cuenta, al importar este conjunto de datos, que
el caracter decimal viene dado en este fichero mediante una coma. Por
otra parte, la estructura de la base de datos es de dos columnas, conte-
niendo cada una de ellas las mediciones en cada localizacién. Aunque R
puede trabajar con esta estructura de datos, resulta mas manejable para
Rcemdr si es transformada en dos variables, una continua que conten-
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ga las mediciones de viento y otra factor que indique la localizacion.
Esto se realiza desde el menti Datos—Conjunto de datos activo—
Apilar variables del conjunto de datos activo... En la ventana
de dialogo de la figura 2.8, se pide el nombre de la nueva base de datos
que se ha venido a llamar eolico_apilado, el nombre de la variable api-
lada, velocidad, y el nombre de la nueva variable factor, parque, cuyas
clases se han denominado Parquel y ParqueZ2.

Como se ha dicho es conveniente saber
si las varianzas se pueden considerar iguales o
no a la hora de comparar las dos poblaciones.
Una primera idea sobre la igualdad de varian-
zas es mediante la representacion simultanea
de los diagramas de caja de las muestras.
Desde Graficas—Diagrama de caja..., s€ -
selecciona la variable velocidad y el grupo
parque, obteniéndose la figura 6.2. — e

La comparacion de los diagramas su- s
giere la igualdad de varianzas. El test F Fig 6.2: Velocidad segin
permite constrastar dicha hipétesis, desde tipo de parque
Estadisticos—Varianzas—Test F para

15

u+mooo

10
L

velocidad

dos varianzas... seleccionando en este caso como factor la variable
parque y como explicada la variable velocidad.

> tapply(eolico_apilado$velocidad, eolico_apilado$parque, var,
na.rm=TRUE)
Parquel Parque2
10.50574 10.59477
> var.test(velocidad ~ parque, alternative=’two.sided’,
conf.level=.95, data=eolico_apilado)
F test to compare two variances
data: velocidad by parque
F = 0.9916, num df = 729, denom df = 729, p-value = 0.9093
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to
1
95 percent confidence interval:
0.8574994 1.1466647
sample estimates:
ratio of variances
0.9915968

Como p-valor= 0,9093 > 0,05 no hay motivos para rechazar la
igualdad de varianzas. Siendo asi, como se supone que los datos estan



